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УДК (УДК) 629.113 
ИССЛЕДОВАНИЕ НЕЗАГЛУШЕННОГО ШУМА ВЫХЛОПА АВТОМОБИЛЯ С 

ГИБРИДНОЙ ЭНЕРГОУСТАНОВКОЙ НА ОСНОВЕ ВОДОРОДНЫХ ТОПЛИВНЫХ 
ЭЛЕМЕНТОВ И АККУМУЛЯТОРОВ 

 
EXPERIMENTAL STUDY OF THE UNSILENCED EXHAUST NOISE OF A HYDROGEN 

FUEL CELL ELECTRIC VEHICLE  
 

Артемьев В.Н., Малкин И.В. 
Artemyev V.N., Malkin I.V. 

 
ГНЦ РФ ФГУП «НАМИ» (Москва, Россия) 

Central Scientific and Research Institute of Automobiles and Automotive Engines NAMI (Moscow, Russia) 
 

Аннотация. В рамках растущих требований к эко-
логичности транспортных средств и потенциаль-
ного достижения углеродной нейтральности на 
транспорте, автомобили с гибридными энергоус-
тановками на основе водородных топливных эле-
ментов и аккумуляторов, спроектированные на мо-
дульных платформах, находят все большее распро-
странение. В настоящее время тема проектирова-
ния систем шумоглушения для автомобилей с дан-
ным типом энергетической установки недоста-
точно освещена. В разрезе автомобильных модуль-
ных платформ также необходим анализ возможно-
стей унификации системы шумоглушения для ав-
томобиля с подобной гибридной энергоустановкой 
от соплатформенного автомобиля с двигателем 
внутреннего сгорания. В работе представлены ре-
зультаты экспериментальных исследований по 
оценке незаглушенного шума выхлопа электрохими-
ческого генератора тока в составе гибридной энер-
гоустановки автомобиля. Графически представле-
ны общие (интегральные) уровни звукового давления 
(уровни шума) незаглушенного выхлопа в контроль-
ной измерительной точке, а также 1/3-октавный 
анализ для электрохимического генератора тока в 
составе гибридной энергоустановки автомобиля. 
Проведено сравнение данных показателей со значе-
ниями, полученными после испытаний соплатфор-
менного автомобиля с двигателем внутреннего сго-
рания. Сделаны выводы о возможности унификации 
систем шумоглушения для автомобилей с гибрид-
ными энергоустановками на основе водородных то-
пливных элементов и аккумуляторов и с двигателя-
ми внутреннего сгорания, сконструированных на 
модульных платформах. Полученные результаты 
исследования могут быть использованы для проек-
тирования эффективных настроенных глушителей 
шума выхлопа для автомобилей с гибридными энер-
гоустановками на основе водородных топливных 
элементов и аккумуляторов. 
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Abstract. Hydrogen Fuel Cell Electric Vehicles (FCEVs) 
and Plug-in Fuel Cell Electric Vehicles (PFCV) de-
signed on modular platforms are becoming increasingly 
common due to the growing demands on environmental 
friendliness of vehicles and the potential achievement of 
carbon neutrality in transport. The topic of exhaust sys-
tems for vehicles with this type of power source cur-
rently is not sufficiently explained. It is necessary to 
analyze the possibilities of unifying the exhaust system 
for a vehicle with a Hydrogen Fuel Cell (FC) from a co-
platform vehicle with an internal combustion engine 
(ICE) in the context of modular platforms for vehicles. 
This article presents the results of experimental studies 
for evaluation the unsilenced exhaust noise of a Fuel 
Cell in a vehicle. The graphical images presented in this 
article represent the overall (integral) sound pressure 
levels or noise levels of the unsilenced exhaust in the 
control point, as well as a 1/3-octave analysis for the 
Hydrogen Fuel Cell in the vehicle. These indicators are 
compared with the values obtained after testing a co-
platform vehicle with an internal combustion engine. 
Conclusions are drawn about the possibility of unifying 
exhaust systems for vehicles with Hydrogen Fuel Cells 
and with Internal Combustion Engines designed on 
modular platforms. The obtained research results can be 
used to design effective exhaust systems for Hydrogen 
Fuel Cells Electric Vehicles (FCEVs). 
 

Ключевые слова: автомобиль с гибридной энерго-
установкой, шум выхлопа, электрохимический гене-
ратор, модульные платформы для транспортных 
средств. 

‡ 
‡ 
‡ 
‡ 

Keywords: fuel cell electric vVehicle, exhaust noise, 
electrochemical generator, modular platforms for     
vehicles. 
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1. Введение 
 

Вследствие развития технологий и по-
требностей в большей унификации узлов и 
агрегатов автомобилей продолжается разви-
тие модульных автомобильных платформ 
[1]. В рамках растущих требований к эколо-
гичности транспортных средств, на модуль-
ных платформах проектируются легковые 
автомобили с гибридными энергетическими 
установками на основе водородных топлив-
ных элементов и аккумуляторов, что в свою 
очередь обуславливает целесообразность 
развития методов проектирования, а также 
повышения эффективности таких транс-
портных средств [2, 3]. 

В настоящее время известны работы, свя-
занные с различными типами автомобилей 
на таковых энергетических установках [4-6]. 
Направления исследований в области таких 
транспортных средств чаще всего связаны с 
особенностями эксплуатации систем хране-
ния водорода, энергетическим менеджмен-
том автомобилей и оптимизацией работы 
электрохимического генератора тока [7]. 

В некоторых случаях разработка автомо-
билей с гибридными энергоустановками на 
основе топливных элементов и аккумулято-
ров ведется без рассмотрения конкретной 
связи транспортных средств с модульными 

платформами, на которых данные автомоби-
ли спроектированы [4, 5]. 

В контексте модульных платформ стоит 
задача по достижению большей унификации 
узлов, независимо от энергетической или си-
ловой установки, которой должен быть ос-
нащен автомобиль [8, 9]. Однако не все узлы 
базового транспортного средства можно од-
нозначно переустановить с незначительными 
изменениями или без таковых на автомобиль 
с иной энергетической установкой. 

Одной из таковых систем при разработке 
потенциально является система выпуска от-
работавших газов транспортного средства, 
выполняющая функцию шумоглушения. Для 
энергоустановки на основе водородных топ-
ливных элементов значимость данной систе-
мы очень высока, а характер распределения 
незаглушенного шума может существенно 
отличаться от показателей двигателя внут-
реннего сгорания (ДВС) [10]. В исследова-
нии [10] также упоминается необходимость в 
удалении влаги при проектировании подоб-
ных систем из-за особенностей работы элек-
трохимического генератора тока. 

Обобщая обзор источников, следует от-
метить, что исследований шумов работы 
данной комбинированной энергетической 
установки и разработки систем шумоглуше-
ния в транспортных средствах с гибридными 
энергоустановками на основе водородных 
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топливных элементов в контексте модуль-
ных платформ недостаточно, так как проек-
тирование подобных систем крупные авто-
мобильные производители, как правило, от-
дают специализированным организациям, 
таким, например, как Eberspacher, Tenneco, 
Forvia, Walker или др. [11, 12]. 

 
2. Постановка задачи 

 
Были проведены статические испытания 

электрохимического генератора тока с целью 
анализа специфики работы агрегата в соста-
ве автомобиля. 

Для осуществления цели были поставле-
ны задачи по оценке незаглушенного шума 
выхлопа электрохимического генератора то-
ка в составе гибридной энергетической уста-
новки автомобиля на основе топливных эле-
ментов и аккумуляторов, а также по оценке 
возможности унификации системы шумо-
глушения между автомобилями с ДВС и с 
водородным топливным элементом на мо-
дульной платформе. 

Данный анализ необходим для проекти-
рования низкошумной конструкции системы 
выпуска отработавших газов по принципу 
предварительных расчетов по известным не-
заглушенным спектрам шума. 

 
3. Объект исследования 

 
Объектом исследования является прото-

тип автомобиля с гибридной энергетической 
установкой на основе водородного топлив-
ного элемента и аккумулятора, внешний вид 
и характеристики которого приведены на 
рис. 1 и в табл. 1, имеющий серийный аналог 
с ДВС, сконструированный на модульной 
платформе. 

Изображение типового электрохимиче-
ского генератора тока показано на рис. 2, ха-
рактеристики исследуемого электрохимиче-
ского генератора приведены в табл. 2. Прин-
ципиальная схема энергетической установки 
с основными элементами и вспомогательным 
оборудованием представлена на рис. 3. 

 

 
Рис. 1. Внешний вид автомобиля с  

гибридной энергетической установкой на 
основе водородного топливного элемента и 

аккумулятора 
 
 

Таблица 1 
Характеристики прототипа 

Параметр Значение 
Длина, мм 5650 
Ширина, мм 2050 
Высота, мм 1700 
Колесная база, мм 3300 

 
 

 
 

Рис. 2. Типовой электрохимический  
генератор тока, устанавливаемый на  

автомобили с гибридной энергетической  
установкой на основе водородного  

топливного элемента и аккумулятора 
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Таблица 2 
Характеристики энергетической установки 

Параметр Значение 
Пиковая мощность после 
преобразователя постоян-
ного тока, кВт 

120…135 

Номинальная мощность по-
сле преобразователя посто-
янного тока, кВт 

110…120 

Масса электрохимического 
генератора тока, кг 

225 

КПД максимальный, % 57 
КПД на номинальной мощ-
ности, % 

42 

 
 

 
Рис. 3. Принципиальная схема  

энергетической установки 
 
На рис. 3 обозначены: 1 – электрохими-

ческий генератор тока; 2 – батарея топлив-
ных элементов; 3 – компрессор подачи воз-
духа; 4 – компрессор подачи водорода; 5 – 
насос охлаждающей жидкости; 6 – влагоот-
делитель; 7 – увлажнитель; 8 – преобразова-
тель постоянного тока; 9 – блок управления 
топливным элементом; 10 – подвод воздуха; 
11 – подвод водорода; 12 – отвод отработав-
ших газов; 13 – отвод электроэнергии; 14 – 
радиатор охлаждения. 

 
4. Методика проведения испытания 
 
Уровни звукового давления (уровни шу-

ма) выпуска отработавших газов регистри-
руются измерительным микрофоном, уста-

навливаемом в контрольной измерительной 
точке, расположенной на расстоянии 140 мм 
от открытого среза выпускного патрубка 
(рис. 4). В связи с ограниченным простран-
ством в зоне измерений, микрофон допусти-
мо располагать практически горизонтально, 
примерно в середине расстояния от поверх-
ности дорожного покрытия до корпуса авто-
мобиля и ориентировать к срезу выпускного 
патрубка. 

 

 
Рис. 4. Схема установки измерительного 

микрофона 
 

Перед проведением испытаний произво-
дится калибровка задействованных средств 
измерений. Для уменьшения влияния воздей-
ствия газового потока на уровни шума на мик-
рофоне применяется ветрозащитный экран. 

В качестве результатов измерений высту-
пают значения эквивалентных уровней шума 
и 1/3 октавных спектров шума, зарегистри-
рованных в звуковом диапазоне частот, ус-
редненных за период измерения не менее 30 
секунд, взвешенных по шкале А. Режим за-
писи шумомера-анализатора устанавливает-
ся в положение «Slow (медленно)». Регист-
рация шума проводится на установившемся 
режиме работы. Для каждого режима изме-
рение шума повторяется как минимум три 
раза. Фоновый шум в месте установки мик-
рофона должен быть более чем на 15 дБ ни-
же уровней шума измеряемого объекта в ре-
жиме минимальной мощности его работы. 
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5. Результаты проведения эксперимента 
 
Измерения проводились на установив-

шихся режимах работы гибридной энергети-
ческой установки с нагружением электрохи-
мического генератора тока от 10 до 70 кВт с 
шагом в 10 кВт. На рис. 5 представлена из-
мерительная установка для проведения ис-

пытаний по экспериментальной оценке 
уровней звукового давления. На рис. 6 пока-
зана фактическая установка измерительного 
микрофона в процессе испытаний, где пози-
циями обозначены: 1 – выпускной патрубок 
отвода уходящий газов, 2 – измерительный 
микрофон с предусилителем, 3 – ветроза-
щитный колпак. 

 

 
Рис. 5. Установка для экспериментального измерения шума выхлопа автомобиля с  

гибридной энергетической установкой на основе водородных топливных элементов и  
аккумуляторов 

 

 
Рис. 6. Пример фактической установки измерительного микрофона в зоне измерений  

в процессе испытаний 
 
Полученные в результате испытаний об-

щие (интегральные) уровни шума выхлопа 
электрохимического генератора тока в со-

ставе автомобиля изображены на рис. 7. Об-
щие (интегральные) уровни звукового дав-
ления (уровни шума) незаглушенного вы-
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хлопа в контрольной измерительной точке, 
расположенной на расстоянии 140 мм от вы-
ходного отверстия, составляют от 98,8 до 
124,4 дБА в диапазоне исследованных режи-
мов нагрузки от 10 до 70 кВт. Прямое срав-
нение с показателями незаглушенного шума 
выхлопа ДВС, измеряемого в аналогичной 
точке ближнего звукового поля, является 
весьма условным, т.к. режимы работы дан-
ных энергетической и силовой установок в 
составе автомобиля сильно различны и зави-
сят, в частности, от спроектированной сис-
темы энергоменеджмента. 

1/3-октавный спектральный анализ (рис. 
8) показывает, что в целом незаглушенное 
акустическое излучение выхлопа электрохи-
мического генератора в составе гибридной 
энергоустановки автомобиля представляет 

собой широкополосный шум. Доминирую-
щим является высокочастотный диапазон в 
пределах от 1,6 до 16 кГц. Вместе с этим, в 
спектрах также выделяются повышенные 
показатели шума в 1/3-октаве с центром 630 
Гц, но они не принимают участие в форми-
ровании значений общих уровней, так как 
значения меньше максимальных на 10…20 
дБА. Спектры имеют схожий профиль вне 
зависимости от режима работы энергетиче-
ской установки. Фоновый шум, регистри-
руемый в точке измерений, составляет 62,7 
дБА, что значительно ниже незаглушенного 
шума выхлопа, и, таким образом, не оказы-
вает заметного влияния на уровни полезных 
сигналов. 

 

 

 
Рис. 7. Сравнение интегральных уровней незаглушенного шума выхлопа автомобиля с  

гибридной энергоустановкой на основе водородных топливных элементов и аккумуляторов  
и автомобиля с двигателем внутреннего сгорания 
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Рис. 8. График 1/3-октавных спектров незаглушенного шума выхлопа электрохимического 

генератора тока в составе гибридной энергоустановки автомобиля 
 

 
Рис. 9. График 1/3-октавных спектров незаглушенного шума выхлопа ДВС в составе  

автомобиля 
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Для ДВС характерны иные значения 
уровней незаглушенного шума выхлопа (рис. 
9) в диапазоне работы ДВС от оборотов хо-
лостого хода, равных 650 об/мин, до 3000 
об/мин. Спектры шума выхлопа поршневого 
ДВС в основном формируются звуковыми 
волнами от рабочего процесса в цилиндрах, 
которые характеризуются частотами, крат-
ными оборотам коленчатого вала [13]. Эти 
частоты расположены в звуковом диапазоне 
преимущественно в низкочастотной области. 
Таким образом, спектры шума выхлопа ДВС 
в сравнении со спектрами шума выхлопа 
электрохимического генератора тока имеют 
заметно отличающийся профиль с гораздо 
более высокими значениями уровней в низ-
ко- и среднечастотном диапазоне и, напро-
тив, более низкими уровнями в высокочас-
тотном диапазоне. Спектры выхлопа элек-
трохимического генератора представляют 
собой широкополосные шумы с выделяю-
щимися шипящими высокочастотными со-
ставляющими. Кроме этого у электрохими-
ческого генератора тока уровни шума вы-
хлопа сгруппированы на графике 1/3-
октавных спектров гораздо плотнее, т.е. раз-
брос значений в зависимости от режима на-
гружения силовой установки меньше, чем у 
ДВС. Результаты испытаний свидетельству-
ют о том, что применение классической сис-
темы выпуска отработавших газов автомо-
биля с двигателем внутреннего сгорания 
может работать неэффективно в случае за-
мены энергетической установки на комби-
нированную с электрохимическим генерато-
ром тока в рамках платформенных измене-
ний. Для автомобиля, оборудованного такой 
энергоустановкой, необходимо применение 
индивидуальной системы выпуска отрабо-
тавших газов, настроенной на подавление 
доминирующих высоких частот в спектре 
шума. Это, в какой-то степени, может упро-
стить конструкцию глушителей шума систе-
мы выпуска отработавших газов для подоб-
ного автомобиля, т.к. отсутствует необходи-
мость эффективного заглушения низкочас-
тотных составляющих, что, как правило, 
требует применения достаточно больших 
объемов глушителей шума и эффективной 

настроенной компоновки резонаторных эле-
ментов [13, 14]. Вместе с этим, существуют 
дополнительные условия для системы вы-
пуска комбинированной энергетической ус-
тановки на основе водородных топливных 
элементов и аккумуляторов – кроме возмож-
ности использования более простых в конст-
руктивном плане диссипативных глушителей 
шума, необходимо учитывать применение 
дополнительных устройств для удаления 
сконденсированной влаги [10, 15, 16].  

 
6. Заключение 

 
В работе приведены результаты экспери-

ментального исследования незаглушенных 
шумов электрохимического генератора тока 
в составе гибридной энергоустановки на во-
дородных топливных элементах и аккумуля-
торах автомобиля, произведенного на мо-
дульной платформе в статическом состоя-
нии. Отмечено, что общие уровни звукового 
давления составили от 98,8 до 124,4 дБА в 
диапазоне исследованных режимов нагрузки. 
По результатам 1/3-октавного анализа, до-
минирующим является высокочастотный 
диапазон от 1,6 до 16 кГц. Спектры шума 
имеют схожий профиль, который мало зави-
сит от режима работы электрохимического 
генератора тока гибридной энергоустановки. 

Отмечено также, что полная унификация 
системы шумоглушения в контексте модуль-
ной платформы для автомобиля с комбини-
рованной энергоустановкой на топливных 
элементах и аккумуляторах от автомобиля с 
ДВС невозможна. Ввиду особенностей рабо-
ты электрохимического генератора тока, 
также требуется проработка дополнительной 
возможности удаления сконденсированной 
влаги из внутренних полостей системы вы-
пуска отработавших газов. 

Полученные результаты исследования 
могут быть использованы для проектирова-
ния эффективных настроенных глушителей 
шума выхлопа для автомобилей с гибридной 
энергетической установкой на основе водо-
родных топливных элементов и аккумулято-
ров. 
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ТОПОЛОГИЧЕСКАЯ ОПТИМИЗАЦИЯ ДЕТАЛЕЙ С ПРОУШИНАМИ: 
ДВУХЭТАПНЫЙ МЕТОД И ОЦЕНКА СПОСОБОВ МОДЕЛИРОВАНИЯ 

ГРАНИЧНЫХ УСЛОВИЙ 
 

TOPOLOGY OPTIMIZATION OF PARTS WITH LUGS: A TWO-STAGE METHOD 
AND EVALUATION OF BOUNDARY CONDITION MODELING TECHNIQUES 
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Аннотация. Топологическая оптимизация деталей 
с проушинами часто приводит к некорректным ре-
зультатам из-за упрощенного задания граничных 
условий, таких как жесткая фиксация или точечное 
приложение нагрузки, что не соответствует ре-
альному характеру контактного взаимодействия. 
Целью данного исследования является разработка и 
апробация методики, обеспечивающей повышение 
точности и вычислительной эффективности моде-
лирования проушин в задачах топологической оп-
тимизации. На основе сравнительного анализа ин-
струментов ANSYS Workbench (Bearing Load, 
Remote Displacement, контактные задачи) доказано, 
что применение распределенной нагрузки типа 
Bearing Load позволяет приблизить результаты 
линейного анализа к эталонным нелинейным кон-
тактным решениям. Предложен двухэтапный ме-
тод оптимизации, в котором на первом этапе оп-
ределяются реакции в связях, а на втором — они 
заменяются эквивалентными силами, что позволя-
ет свести нелинейную задачу к линейной без суще-
ственной потери точности. Метод валидирован на 
примерах оптимизации звена манипулятора и меха-
нической детали с несколькими проушинами. Ре-
зультаты демонстрируют высокую чувствитель-
ность итоговой топологии к способу моделирования 
нагружения и подтверждают практическую эф-
фективность предложенного подхода для инженер-
ных расчетов, позволяя учитывать множество 
расчетных случаев при умеренных вычислительных 
затратах. 
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Abstract. Topological optimization of parts with lugs 
often yields incorrect results due to the simplified as-
signment of boundary conditions, such as rigid fixation 
or point load application, which does not correspond to 
the actual nature of contact interaction. The aim of this 
study is to develop and test a methodology that improves 
the accuracy and computational efficiency of modeling 
lugs in topology optimization problems. Based on a 
comparative analysis of ANSYS Workbench tools (Bear-
ing Load, Remote Displacement, contact problems), it is 
proven that applying a distributed load of the Bearing 
Load type allows linear analysis results to approximate 
reference nonlinear contact solutions. A two-stage opti-
mization method is proposed, wherein the first stage 
determines reactions in the supports, and the second 
stage replaces them with equivalent forces, enabling the 
reduction of a nonlinear problem to a linear one without 
significant loss of accuracy. The method is validated 
using examples of optimizing a manipulator link and a 
mechanical part with multiple lugs. The results demon-
strate the high sensitivity of the final topology to the 
load modeling approach and confirm the practical effec-
tiveness of the proposed method for engineering analy-
sis, allowing for the consideration of multiple load cases 
with moderate computational costs. 

Ключевые слова: топологическая оптимизация, 
проушины, конечно-элементный анализ. 
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Keywords: topology optimization, lugs, finite element 
analysis. 
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1. Введение 
 

Проушина является основным конструк-
тивным элементом детали, служащий для её 
шарнирного соединения с другими деталями 
или крепления к основанию. Проушины вос-
принимают и передают нагрузки, обеспечи-
вая поворот одной детали относительно дру-
гой, и весьма распространены в различных 
изделиях, что делает актуальным примене-
ние эффективных методов их моделирования 
в рамках топологической оптимизации. 

В зависимости от характера воздействия 
эксплуатационной внешней нагрузки на про-
ушину можно выделить две группы про-
ушин: 1) проушина работает на отрыв, 2) 
проушина воспринимает разнонаправленные 
нагрузки. Проушины могут быть подразде-
лены на силовые (воспринимают основные 
рабочие нагрузки) и несиловые (обеспечи-
вают кинематическую заданность или гео-
метрическую неизменяемость механизма). 

Анализ результатов топологической оп-
тимизации, полученных в разных исследова-
ниях [1–4], выявил требующие уточнения 
подходы к моделированию областей вблизи 
силовых проушин, что указывает на различ-
ную методологию, применяемую при подго-
товке расчетных моделей. Во многих иссле-
дованиях [5] проушины моделируются в ви-
де точечного закрепления [6] либо простой 
заделки [3]. Точечное закрепление, широко 
используемое при решении тестовых задач, 
эффективно в рамках концептуальной опти-
мизации, направленной, например, на проек-
тирование стержневых конструкций [7,8]. 
Однако концептуальная оптимизация мало-
пригодна для решения многих практических 
задач по моделированию отдельных деталей, 
что требует иных подходов, учитывающих 
специфику граничных условий. 

При решении задач топологической оп-
тимизации в качестве критериев оптималь-
ности используют минимум податливости 
(максимум жесткости) при заданной доле 
материала либо минимум массы при напря-
жении (по теории Мизеса), не превышающем 
предел текучести [9]. Оптимизация на основе 
податливости используется чаще из-за про-
стоты реализации, вычислительной эффек-
тивности и высокой жесткости итоговых ре-
шений. Оптимизация по напряжениям требу-
ет сравнительно бо́льших вычислительных 
ресурсов и актуальна для критичных по 
прочности конструкций, при работе с хруп-
кими материалами с недопустимой концен-
трацией напряжений. 

 
2. Оценка способов нагружения проушин 

 
Распространена практика [3,10], когда в 

рамках топологической оптимизации часть 
проушин (для обеспечения геометрической 
неизменяемости) жестко фиксируют, а к ос-
тальным проушинам прикладывают извест-
ные нагрузки. Такая жесткая фиксация не 
всегда приемлема, в том числе из-за того, 
что это создает избыточные связи. Некото-
рые широко применяемые инструменты 
фиксации неудовлетворительным образом 
учитывают реальный характер взаимодейст-
вия в соединении проушины. Для оценки 
влияния способа моделирования граничных 
условий (в проушинах) на результаты конеч-
но-элементного анализа (и, как следствие, на 
результаты топологическое оптимизации) 
проведен соответствующий сравнительный 
анализ (ряд одинаковых смоделированных с 
применением разных инструментов проушин 
нагружен растягивающей силой FП=1000 Н; 
расчетная схема на рис. 1), результаты кото-
рого представлены на рис. 2 (результаты 
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нормированы для обеспечения единообразия 
их представления). 

 

 
Рис. 1. Расчетная схема проушины 

 
Результаты демонстрируют существен-

ные различия напряженно-деформирован-
ного состояния проушин. Эталонным явля-
ется результат, полученный на основе реше-
ния контактной задачи оси и проушины (рис. 
2, а). В отношении напряженного состояния 
наиболее близким к «эталонному» является 
способ нагружения проушины с использова-
нием инструмента Bearing Load (рис. 2, 
б)(упрощенный способ задания распреде-
ленной нагрузки, имитирующей контакт с 
телом вращения, без учета нелинейностей 
реального контакта, применяемый для ли-
нейного анализа), в меньшей степени «эта-
лону» соответствует способ фиксации про-
ушины по внутренней грани отверстия с ис-
пользованием инструмента Remote 
Displacement (тип Deformable) (рис. 2, г). В 
этом случае (а также в случаях жесткой фик-
сации (рис. 2, в) и цилиндрической опоры 
(рис. 2, д) в отверстии) у левой опоры убрана 
связь, ограничивающая перемещение по го-
ризонтали, и к левой грани приложена сила 
FП. Два других способа моделирования (рис. 
2, в, д) показали неудовлетворительные ре-
зультаты: усилие передается не через ободок 
проушины, как первом случае, а через ее 
центральную часть, что далеко от действи-
тельности (рис. 2, а). 

Дающий наилучшие результаты подход 
(решение контактной задачи, см. рис. 2, а) к 
моделированию граничных условий предпо-
лагает учет нелинейности контактного взаи-
модействия в проушинах [11], что требует 
сравнительно больших вычислительных ре-
сурсов, а соответствующий функционал реа-
лизован в ограниченном числе программных 
комплексов. В связи с этим востребованы 
решения, позволяющие решать задачи топо-

логической оптимизации в линейной поста-
новке, обеспечивая максимально близкие к 
эталонным решения за сравнительно корот-
кое время. 

 

 
Рис. 2. Карты эквивалентных напряжений 
(по Мизесу, МПа) (слева) и перемещений 

(мм) (справа; перемещения увеличены в 500 
раз) для разных способов моделирования 
проушины: а – контактная задача (ось–

проушина без зазора), б – нагружение про-
ушины с использованием инструмента Bear-
ing Load, в – жесткая фиксация проушины по 

внутренней грани отверстия (инструмент 
Fixed Support), г – фиксация проушины по 
внутренней грани отверстия (инструмент 
Remote Displacement тип Deformable), д – 
фиксация проушины по внутренней грани 

отверстия (инструмент Cylindrical 
Support)(перемещения не показаны из-за 

сложностей с нормализацией и неудовлетво-
рительных результатов по напряжениям) 

 
Далее подробнее рассмотрены показав-

шие наибольшую эффективность способы 
задания граничных условий в проушинах. 
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3. Обоснование эффективного способа   
моделирования проушин 

 
В целом внешний вид проушин интуи-

тивно понятен и вполне конкретно формали-
зован [12]. Однако с точки зрения топологи-
ческой оптимизации, призванной уменьшить 
массу (увеличить жесткость) объекта, не все 
так очевидно. Более того, характер нагруже-
ния проушины в значительной степени влия-
ет на наиболее рациональное конструктив-
ное исполнение (топологию) детали вблизи 
проушины. 

Далее в плоской постановке проанализи-
ровано влияние способов моделирования 
проушины на ее наиболее рациональное кон-
структивное исполнение (на основе доступ-
ных в ANSYS Workbench 19.2 инструментов) 
для двух случав нагружения: 1) характер на-
гружения проушины неизменен во времени, 
2) в разные моменты времени проушины 
воспринимает разные нагрузки. 

 
3.1. Описание расчетных схем и моделей 
 
В первом случае рассмотрено простое 

растяжение проушины силой F1=30кН, на-
правление и значение которой неизменны на 
протяжении всего периода эксплуатации 
объекта (рис. 3, а). Аналогичным образом 
нагружены объекты с парой ключевых точек, 
к которым приложена пара внешних сил, ко-
торые при условии пренебрежения весом 
объекта лежат на одной прямой линии и на-
правлены в противоположные стороны (на-
пример, звенья некоторых цепей [13]). При-
няты следующие значения геометрических 
размеров: d=50 мм, R=90 мм, B=600 мм, 
H=150 мм, t=10 мм. 

Оптимизационная модель такой проуши-
ны (рис. 3, а) реализована четырьмя разными 
способами: 1) нелинейная задача с контакт-
ным взаимодействием оси и проушины (тип 
Frictionless), обеспечивающая наиболее кор-
ректные результаты для заданного критерия 
оптимальности (в ANSYS Workbench 19.2 ин-
струмент доступен как бета-функция)[11]; 2) 
приложение в отверстии наиболее адекват-
ной рассматриваемому случаю нагрузки типа 
Bearing Load; 3) использование контакта ти-

па No Separation (передача силы от оси к от-
верстию через половину поверхности, непо-
средственно участвующей в передаче уси-
лия); 4) на основе закрепления отверстия 
проушины с применением инструмента Re-
mote Displacement тип Deformable. Оптими-
зация по первому способу допускается лишь 
в соответствии с критерием максимума же-
сткости, во втором способе подобное огра-
ничение отсутствуют, в третьем – оптимиза-
ция возможна на основе разных критериев 
оптимальности, однако при этом затруднен 
учет нескольких сочетаний нагрузок, а для 
реализации четвертого способа расчетная 
схема (рис. 3, а) слегка трансформируется: в 
отверстии вводится ограничение Remote Dis-
placement (тип Deformable), абсолютно жест-
кое основание (к нему приложена сила F1, 
которая направлена вниз) имеет одну сте-
пень подвижности по вертикали. В рамках 
данного исследования не рассматривалась 
применимость инструментов Force и Remote 
Force ввиду того, что инструмент Bearing 
Load точнее отражает физику нагружения 
проушин. 

 

 
Рис. 3. Расчетные схемы проушины: 

а – случай простого растяжения проушины,  
б – случай нагружения проушины силой,  

направление которой меняется во времени 
(действующие в разные моменты времени 

силы выделены различными цветами) 
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Во втором случае (рис. 3, б) выполнено 
моделирование проушины, нагруженной си-
лой, направление которой меняется во вре-
мени, двумя способами посредством созда-
ния четырех независимых статических на-
грузок, учитываемых оптимизатором: 1) соз-
дано несколько шагов статического анализа, 
на каждом из которых заданы силы (нагруз-
ки типа Bearing Load) для разных случаев; 2) 
создано несколько блоков статического ана-
лиза для разных расчетных случаев с реше-
нием контактной задачи (тип Frictionless). 
Для получения симметричной топологии в 
модели введено соответствующее ограниче-
ние. Как и в предыдущем случае (рис. 3, а), 
приняты те же самые размеры проушины и 
значения сил, которые равны F1=F2=F3= 
F4=30кН. 

 
3.2. Настройка программы 

 
Топологическая оптимизация выполнена 

с использованием блока Topology Optimiza-
tion (в основе итеративный метод, основан-
ный на псевдоплотности) со следующими 
параметрами оптимизации: минимальная 
нормированная плотность – 0,001; точность 
сходимости – 0,01; штрафной показатель 
(для жесткости) – 3; размер квадратичных 
треугольных конечных элементов (второго 
порядка) с 6 узлами (PLANE183) – от 3 до 5 
мм. В качестве области оптимизации выбра-
на вся геометрия, запретная область (область 
исключения) не задавалась. В качестве кри-
териев оптимальности приняты минимум 
массы и максимум жесткости (минимум по-
датливости) результирующей топологии. 
Поиск минимума массы выполнен с учетом 
ограничения глобального эквивалентного 
напряжения по Мизесу (не более 100 МПа), а 
максимума жесткости – при ограничении 
допустимой доли объема (20% от исходной 
области). 

 
3.3. Результаты моделирования 

 
Результаты моделирования (на основе 

различных способов) нагруженной одной си-
лой (рис. 3, а) проушины представлены на 
рис. 4. Красным цветом выделена искомая 

топология, зеленым – ось, через которую 
(при наличии оси) усилие передается на про-
ушину, серым – исходная область проекти-
рования (обрезана по краям). Наиболее кор-
ректные результаты дает моделирование на 
основе контактного взаимодействия оси и 
проушины (тип Frictionless) (рис. 4, а). За-
метно значительное сходство результатов, 
полученных разными способами (контакты 
типа Frictionless и No Separation) на основе 
контактного взаимодействия оси и проуши-
ны (рис. 4, а и б). 

Наблюдается также заметное различие 
топологии, полученной для разных критери-
ев оптимальности (рис. 4, а–г – максимум 
жесткости и рис. 4, д, е – минимум массы): 
по критерию максимума жесткости получа-
ется менее «габаритное» решение, хотя в 
большинстве случаев (рис. 4, а–в) результа-
ты представлены в виде полосы (с некото-
рыми локальными изменениями ширины 
преимущественно вблизи отверстия), оги-
бающей отверстие. В то же время заметно 
сходство результатов в пределах одного кри-
терия оптимальности. 

Результаты оптимизации для случая при-
ложения к проушине нагрузки, направление 
которой меняется во времени, представлены 
на рис. 5. Хотя полученная по разным крите-
риям оптимальности топология имеет суще-
ственные различия, фактическая эффектив-
ность решений близка, а на практике в каче-
стве критерия оптимальности по ряду при-
чин чаще используют критерий – минимум 
податливости [14], который является наибо-
лее удобным и демонстративным критерием 
для разработки и тестирования методов. 

Анализ результатов подтверждает эффек-
тивность инструмента Bearing Load для ре-
шения задач топологической оптимизации 
отдельных деталей. Полученная на основе 
этого инструмента топология (рис. 4, в) в 
наибольшей степени схожа с топологией, 
полученной на основе решения контактных 
задач (рис. 4, а, б). В то же время может быть 
рекомендовано при использовании данного 
инструмента (Bearing Load) итоговую топо-
логию вблизи отверстия проушины прини-
мать аналогичной той, которая получена на 
основе моделей с контактами (рис. 4, а, б, д). 
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Риc. 4. Результаты топологической  
оптимизации (по двум критериям  

оптимальности), полученные на основе  
разных способов моделирования  

(приложения силы в отверстии) нагруженной 
одной силой проушины: а – поиск  

максимума жесткости с контактом типа  
Frictionless (ось–проушина без зазора),  

б – поиск максимума жесткости с контактом 
типа No Separation, в – поиск максимума  
жесткости с нагрузкой типа Bearing Load,  

г – поиск максимума жесткости с фиксацией 
в отверстии посредством Remote  

Displacement (тип Deformable), д – поиск  
минимума массы с контактом типа No 

 Separation, е – поиск минимума массы с  
нагрузкой типа Bearing Load 

 
Рис. 5. Результаты оптимизации  

нагруженной несколькими силами  
проушины по двум критериям  

оптимальности: а – максимум жесткости с 
нагрузкой Bearing Load, б –минимум массы с 

нагрузкой Bearing Load, в –максимум  
жесткости с контактом типа Frictionless 

(ось–проушина без зазора) 
 

Решение топологии, полученное на осно-
ве инструмента Bearing Load (рис. 5, а), и 
решение контактной задачи (рис. 5, в) по 
критерию максимум жесткости имеют за-
метное сходство. Их различие вызвано раз-
личиями применяемых средств: инструмент 
Bearing Load не учитывает жесткость оси и 
вероятно формирует решение топологии с 
учетом запаса на вариативность условий (за-
пас по отношению к возможному разбросу 
параметров системы в реальности), в числе 
которых может быть, например, наличие 
значительного зазора в соединении «ось–
проушина». Для рассмотренной задачи сред-
няя продолжительность одной итерации с 
применением контактов (рис. 5, в) в 3 раза 
выше, чем у решения на основе инструмента 
Bearing Load (рис. 5, а). 

 
4. Метод оптимизации детали в два этапа 

 
Моделирование нагрузки в отверстии 

проушины на основе инструмента Bearing 
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Load показало удовлетворительные резуль-
таты (рис. 4, 5), что позволяет рассматривать 
данный инструмент одним из наиболее пер-
спективных для нагружения (в проушинах) 
оптимизируемых деталей. 

Для топологической оптимизации от-
дельных деталей предлагается метод опти-
мизации в два этапа, в рамках которого зада-
ча решается в два шага (рис. 6). На первом 
этапе выполняется статический структурный 
анализ, в рамках которого определяются со-
ставляющие реакций во всех опорах для всех 
расчетных сочетаний нагрузок. На втором 
этапе проводится топологическая оптимиза-
ция на основе нового статического струк-
турного анализа (или нескольких анализов), 
в котором из модели удалены все опоры, 
вместо которых приложены соответствую-
щие им реакции, вычисленные на первом 
этапе. 

Данный метод опирается на аксиому об 
освобождении от связей, в соответствии с 
которой любое несвободное тело можно ос-
вободить, заменяя силами реакций связей. 
Предлагается ко всем проушинам вместо 
опор прикладывать только силы (нагрузки 
типа Bearing Load), соответствующие реак-
циям в этих опорах. При условии корректно-
сти переноса сил достигается полное равно-
весие модели. Для обеспечения геометриче-
ской неизменяемости модели достаточно в 
одном из отверстий выбрать любую геомет-
рию (например, одну из кромок) и для нее 
задать ограничение – Remote Displacement с 
деформируемым поведением, которое огра-
ничит перемещение и вращение модели от 
любого остаточного дисбаланса (по реакции 
в этой опоре, которая должна быть близка к 
нулю, можно проконтролировать коррект-
ность переноса реакции из первого этапа). В 
работе [7] продемонстрировано (рис. 7) то, 
как в полностью сбалансированной модели 
топологической оптимизации (баланс дос-
тигнут для двух расчетных случаев) положе-
ние опор не оказывает существенного влия-
ния на результаты оптимизации: шарнирно-
неподвижная опора находится вдали от ре-
зультирующей топологии (получена в про-
грамме TopOpt-2D), что указывает на то, что 
опора не воспринимает значительных нагру-

зок, но в то же время она необходима для 
достижения сходимости задачи. 

 

 
Рис. 6. Расчетные схемы к этапам  

двухэтапного метода оптимизации:  
а – первый этап определения силовых  

факторов, б – второй этап топологической 
оптимизации 

 

 
Рис. 7. Результат топологической оптимиза-

ции решения плавучего крана (шеерлега) 
 

Метод оптимизации в два этапа позволя-
ет сводить нелинейных задачи к линейным с 
минимальной потерей точности (влиянием 
на результаты топологической оптимиза-
ции), позволяя учитывать неограниченное 
количество расчетных случаев, обеспечивая 
возможность топологической оптимизации 
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по критерию минимум массы (с ограниче-
ниями по напряжениям). 

Далее рассмотрено два примера решения 
задач топологической оптимизации. В пер-
вом примере рассмотрено влияние способа 
задания нагрузки на результирующую топо-
логию. Во втором – разобрано применение 
метода оптимизации в два этапа на детали с 
несколькими проушинами. 

 
5. Оптимизация звена манипулятора 
 
В качестве первого примера разобрана 

задача, рассмотренная в работе [3], посвя-
щенная топологической оптимизации 2D-
роботизированной руки (манипулятора) в 
условиях плоской деформации. Расчетная 
схема и соответствующий ей результат топо-
логической оптимизации (на основе этого 
результата без существенных доработок из-
готовлена деталь для робота), полученный в 
этом исследовании, представлены на рис. 8. 
В исследовании даны размеры оптимизи-
руемого звена манипулятора, проектируемой 
и непроектируемой областей, описаны ре-
зультаты разбиения геометрии на конечные 
элементы, известна нагрузка, которую несет 
манипулятор. Оптимизация выполнена по 
критерию максимума жесткости при ограни-
чении допустимой доли объема равной 40%. 
В статье [3] не в полной мере содержатся 
сведения о способах задания граничных ус-
ловий (фиксации оптимизируемых объектов 
и приложения к ним внешних сил). Известно 
лишь, что с одной стороны в отверстии звено 
жестко закреплено (распространенный слу-
чая, для реализации которого не обязательно 
наличие отверстия), а к центру другого от-
верстия (свободный конец звена) приложена 
сосредоточенная масса, направление линии 
действия силы от веса которой, судя по ре-
зультатам, перпендикулярно звену. 

В рамках настоящего исследования вы-
полнена топологическая оптимизация (по 
критерию минимум податливости) данной 
проблемы (рис. 8) [3] для тех же условий с 
использованием двух разных инструментов 
(для задания сил в отверстии) – Bearing Load 
и Remote Force (поведение Rigid). На рис. 9 
приведены результаты (представлены в еди- 

 
Рис. 8. Расчетная схема звена манипулятора 

и соответствующий ей результат  
топологической оптимизации, полученные  

в работе [3]: а – расчетная схема звена  
манипулятора, б – результат топологической 
оптимизации, полученный с учетом только 

начального момента времени (первый  
расчетный случай) 

 
ном стиле с данными [3]) оптимизации для 
трех случаев: 1) учет одного случая действия 
силы (рис. 8, а), смоделированной посредст-
вом Bearing Load, 2) учет двух случаев дей-
ствия силы в разные моменты времени (в од-
ном и противоположном направлениях), 
смоделированной посредством Bearing Load, 
3) учет одного случая действия силы, смоде-
лированной посредством Remote Force (по-
ведение Rigid). 
 

 
Рис. 9. Результаты топологической  

оптимизации звена робота: а – приложена 
одна сила (тип Bearing Load), направление 

которой неизменно, б – приложена пара сил 
(тип Bearing Load), противоположных по  

направлению и действующих в разные  
моменты времени, в – приложена одна сила 

(тип Remote Force с поведением Rigid),  
направление которой неизменно 
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Анализ результатов (рис. 9) обнаружива-
ет очевидное сходство (в области проушины) 
топологии, полученной с использованием 
инструмента Remote Force (рис. 9, в), и пред-
ставленного в работе [3] результата (рис. 8, 
б). Однако необходимо отметить, что такая 
топология (рис. 9, в) получена на основе до-
пущения об абсолютной жесткости внутрен-
ней поверхности правого отверстия, что, как 
известно (рис. 2, в), не обеспечивает прием-
лемой точности результатов. Более рацио-
нальная топология, учитывающая податли-
вость этой поверхности, полученная в рам-
ках настоящего исследования, представлена 
на рис. 9, а, б. Данный пример наглядно де-
монстрирует то, как выбор инструмента мо-
жет влиять на результат топологической оп-
тимизации. 

 
6. Оптимизация механической детали 
 
Предыдущий пример наглядно проде-

монстрировал эффективность инструмента 
Bearing Load при моделировании нагрузки, 
приложенной к отверстию проушины детали. 
В следующем примере проиллюстрировано 
применение изложенного выше метода оп-
тимизации детали в два этапа. За основу взя-
та задача (рис. 10), рассмотренная в работе 
[2], где выполнена максимизация жесткости 
механической детали при ограничении до-
пустимой доли объема (50% от исходной об-
ласти) без ограничения по напряжениям. 
Здесь пара отверстий жестко закреплена, к 
двум другим – приложены равные силы F1. 
Полученная в рамках этого исследования [2] 
топология вблизи проушин (рис. 10, б) имеет 
некоторое очевидное сходство с результата-
ми, приведенными в работе [3] (рис. 8, б). 

Поскольку практическая реализация же-
сткой заделки (без возможности вращения) 
по внутренним граням отверстий маловеро-
ятна, то рассмотрен вариант, при котором 
вместо жестких заделок в отверстиях заданы 
шарнирно-неподвижные опоры. Очевидно 
также, что ограничивающая перемещение 
одной детали пара шарнирно-неподвижных 
опор вероятно содержит одну избыточную 
связь, для выявления и исключения которой 
необходима дополнительная информация 

(отсутствует в работе [2]) о контексте, в ко-
тором работает эта деталь. 

 
Рис. 10. Расчетная схема объекта и  

соответствующий ей результат  
топологической оптимизации, полученные  
в работе [2]: а – расчетная схема объекта,  

б – результат топологической оптимизации 
 

При решении этой задачи в два этапа на 
первом этапе определены реакции в опорах 
(F2=6,681F1, F3=8,550F1) и направления их 
действия, на следующем – произведена за-
мена этих опор на соответствующие реакци-
ям силы (рис. 11, а), смоделированные по-
средством инструмента Bearing Load. Хотя 
моделируемая деталь уравновешена прило-
женными к ней силами, даже незначитель-
ный дисбаланс этих сил делает ее подвижной 
при отсутствующим ограничениях переме-
щений. В данном примере геометрическая 
неизменяемость детали обеспечена посред-
ством наложения формального ограничения 
(вводится для соблюдения формальных пра-
вил моделирования (устранения степеней 
свободы), а не для описания реального физи-
ческого крепления) на перемещение геомет-
рии (ограничивает перемещение и вращение 
по всем направлениям) в отверстии с силой 
F2 с использованием инструмента Remote 
Displacement (тип Deformable), которое не 
влияет на результаты оптимизации, но толь-
ко воспринимает упомянутый дисбаланс, ог-



             Научно-технический вестник Брянского государственного университета, 2026, №2                                             
Nauchno-tekhnicheskiy vestnik Bryanskogo gosudarstvennogo universiteta, 2026, No.2 

                                                                                                                  DOI: 10.22281/2413-9920-2026-12-02-99-110 
 

 
 

108 

раничивая любые перемещения детали. Ог-
раничение не показано на рис. 11, а. 

 

 
Рис. 11. Расчетная схема механической  
детали (для оптимизации в два этапа) и  

соответствующий ей результат  
топологической оптимизации: а – расчетная 
схема детали, б – результат топологической 

оптимизации 
 

В соответствии с новой расчетной схемой 
(рис. 11, а) по критерию максимум жестко-
сти механической детали при ограничении 
допустимой доли объема (50% от исходной 
области) без ограничения по напряжениям 
получена соответствующая топология (рис. 
11, б), которая заметно отличается от резуль-
тата, представленного в работе [2] (см. рис. 
10, б), где наибольшее отличие имеется в 
проушинах, нагруженных нагрузкой на от-

рыв (место приложения силы F3) и изгиб 
проушины (в местах приложения сил F1). 

 
7. Выводы 

 
Корректное задание граничных условий 

при моделировании проушин является кри-
тически важным для получения достоверных 
результатов топологической оптимизации. 
Жёсткая фиксация и точечные нагрузки мо-
гут приводить к существенным погрешно-
стям в распределении напряжений и, как 
следствие, к нерациональной топологии кон-
струкции. 

Инструмент Bearing Load в ANSYS 
Workbench продемонстрировал высокую эф-
фективность при моделировании нагружения 
проушин, обеспечивая результаты, близкие к 
эталонным решениям на основе нелинейного 
контактного взаимодействия, при сущест-
венном снижении вычислительных затрат. 
Это делает его предпочтительным выбором 
для линейной постановки задач топологиче-
ской оптимизации. 

Предложенный двухэтапный метод опти-
мизации, основанный на замене связей экви-
валентными силовыми воздействиями, по-
зволяет эффективно решать задачи тополо-
гической оптимизации с учётом сложных 
граничных условий. Метод обеспечивает вы-
сокую точность при переходе от нелинейных 
к линейным моделям и поддерживает учёт 
множества расчётных случаев, что повышает 
адекватность оптимизационных решений. 
Этот метод может быть распространен в том 
числе и на задачи оптимизации объемной 
геометрии. 
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Аннотация. Определение ширины грузонесущей 
ленты ленточного конвейера является одной из ба-
зовых проектных процедур, напрямую влияющих на 
дальнейший синтез геометрических параметров 
всего конвейера. При проведении данной процедуры 
инженеры вынуждены оперировать рядом вспомо-
гательных коэффициентов, происхождение и прин-
цип применения которых достаточно сложно ве-
рифицировать одновременно для различных сочета-
ний конструкций роликоопор и свойств транспор-
тируемых грузов, в частности, угла естественного 
откоса в покое и в движении. В настоящей статье 
проведен теоретический анализ указанных выше 
сочетаний и получен ряд значений коэффициента 
производительности применительно к выбору ши-
рины ленты в зависимости от принимаемой модели 
положения ленты на роликоопоре, учитывающей 
форму ленты – параболическую или трапециевид-
ную, а также доли ширины ленты, контактирую-
щие с центральным и боковыми роликами ролико-
опоры. Приведено сопоставление полученных ре-
зультатов с данными, предложенными в справоч-
ной литературе в качестве эталонных. Даны реко-
мендации по выбору коэффициента производитель-
ности при проектировании ленточного конвейера.       
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Abstract. Determining the width of the load-bearing belt 
of a conveyor belt is one of the basic design procedures 
that directly affect the further synthesis of geometric 
parameters of the entire conveyor. During this proce-
dure, engineers are forced to operate with a number of 
auxiliary coefficients, the origin and principle of appli-
cation of which are quite difficult to verify simultane-
ously for various combinations of roller support struc-
tures and properties of transported goods, in particular, 
the angle of natural slope at rest and in motion. In this 
article, a theoretical analysis of the above combinations 
has been carried out and a number of performance coef-
ficient values have been obtained in relation to the 
choice of the belt width, depending on the accepted 
model of the belt position on the roller support, taking 
into account the shape of the belt – parabolic or trape-
zoidal, as well as the proportions of the belt width in 
contact with the central and side rollers of the roller 
support. The comparison of the obtained results with the 
data proposed in the reference literature as reference 
ones is given. Recommendations are given on the choice 
of the performance coefficient when designing a con-
veyor belt. 

Ключевые слова: ленточный конвейер, ширина  лен-
ты, роликоопора, угол естественного откоса. 
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1. Введение 
 

Определение ширины грузонесущей лен-
ты ленточного конвейера является ключевой 
проектной процедурой, напрямую влияющей 
на синтез геометрических параметров всего 
конвейера и связывающей математические 
модели регулирования производительности 
конвейеров с моделями их рабочих процес-
сов. При расчете ширины ленты на основе 
существующих рекомендаций [1 – 5] инжене-
ры вынуждены оперировать рядом вспомога-
тельных коэффициентов (в частности, коэф-
фициентом производительности), происхож-
дение и принцип применения которых доста-
точно сложно верифицировать одновременно 
для различных сочетаний конструкций роли-
коопор и свойств транспортируемых грузов, в 
частности, угла естественного откоса в покое 
и в движении. 

В одном из ключевых трудов в области 
проектирования машин и оборудования не-
прерывного транспорта [1] коэффициент, свя-
зывающий эксплуатационную производи-
тельность конвейера и соответствующую ей 
минимально необходимую ширину ленты 
(указанный выше коэффициент производи-
тельности), носит наименование «коэффици-
ент площади поперечного сечения». Данный 
коэффициент функционально зависит от гео-
метрии поперечного сечения роликоопоры 
грузовой ветви (угла наклона боковых роли-
ков, долей распределения ширины ленты по 
центральному и боковым роликам опоры), а 
также степени подвижности груза, приводи-
мой в итоге к углу естественного откоса груза 
в покое, определяемому в лабораторных ус-
ловиях.  

В работе [2] рассматриваемый коэффици-
ент производительности называется «коэф-
фициентом типа роликоопор». И если в [1] 
угол откоса груза на движущейся ленте φ1 

именуется «углом свободного расположения 
насыпного груза в поперечном сечении дви-
жущейся ленты» и принимается приближенно 
равным 35% угла естественного откоса груза 
в покое, то в работе [2] данный угол φ1 назы-
вается «расчетным углом откоса насыпного 
груза на ленте» и выбирается для всего диа-
пазона грузов из трех значений: 15°, 20°, 25°. 
При этом в [1] выбор коэффициента произво-
дительности привязан к качественным кате-
гориям: легкая подвижность груза – φ1 = 10°, 
средняя подвижность груза – φ1 = 15°, малая 
подвижность груза – φ1 = 20°. Указанные ве-
личины угла φ1 расходятся со значениями, 
предлагаемыми в [2], что может вводить в за-
блуждение инженеров и ученых, работающих 
в данной области. 

Работы [3, 4] являются примером прояв-
ления накопления системных ошибок при 
дальнейшей работе ученых на основе рассо-
гласования данных, приведенных в работах 
[1, 2]. В [3] авторы следуют логике описания 
подвижности груза в соответствии с рекомен-
дациями [1]. В [4] для тех же категорий под-
вижности указаны углы в соответствии с [2]. 
При этом в работе [3] наименование угла φ1 
не указано, а в [4] наименование φ1 соответ-
ствует [2]. Так же стоит отметить, что в рабо-
те [3] для рассматриваемого коэффициента 
производительности авторы используют на-
именование «безразмерный угловой коэффи-
циент площади сечения груза на ленте», а в 
работе [4] – «безразмерный коэффициент уг-
ловых параметров поперечного сечения груза 
на ленте». В источнике [5] для описываемого 
коэффициента авторы применили наименова-
ние «коэффициент производительности». 

В работах [1 – 4] при определении коэф-
фициента производительности принимается 
обязательное допущение, что лента в попе-
речном сечении роликоопоры плотно приле-
гает к роликам и повторяет их контур – же-
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лобчатый для трехроликовой опоры или тре-
угольный для двухроликовой. Также в расчет 
коэффициента производительности вводится 
допущение, что на центральный ролик трех-
роликовой опоры приходится 38% полезной 
ширины ленты. При этом учет жесткости са-
мой ленты в предположении ее точечного ка-
сания и неплотного прилегания к роликам  не 
производится. 

В работе [6] экспериментально показано, 
что контакт тяговой и грузонесущей лент 
друг с другом и с роликоопорами  в попереч-
ном сечении груза и ленты не происходит с 
плотным прилеганием по всей ширине роли-
ков, а является точечным, образуя в продоль-
ном направлении полосы контакта, что вызы-
вает ряд новых вопросов к допущениям, опи-
санным выше. 

На основе приведенных сведений можно 
констатировать, что в существующих прин-
ципах определения коэффициента производи-
тельности при выборе ширины ленты конвей-
ера присутствует определенный хаос. При 
этом точность определения коэффициента 
зависит от принятых допущений, зачастую не 
учитывающих реальную картину положения 
ленты с грузом в поперечном сечении кон-
вейера. 
 

2. Цель исследования 
 

Целью настоящего исследования является 
детализация факторов площади поперечного 
сечения ленточного конвейера с последую-
щим повышением точности определения по-
лезной ширины грузонесущей ленты. Дета-
лизация факторов площади будет проводить-
ся на основе подробного разбора подходов к 
определению коэффициента производитель-
ности с учетом различных видов возможной 
формы ленты в поперечном сечении вслед-
ствие её жесткости. 

 
3. Особенности проведения исследования 

 
В качестве объекта исследования примем 

коэффициент производительности, опреде-
ляемый как остаточное выражение площади 
поперечного сечения груза на ленте после 
устранения из него квадрата полезной шири-

ны ленты. В дальнейшей работе в целях 
унификации будем применять наименование 
данного коэффициента в соответствии с [5] – 
«коэффициент производительности». 

Поперечное сечение груза на ленте в лю-
бой из рассматриваемых конфигураций ро-
ликоопор (при условии отсутствия их пере-
коса) принципиально состоит из двух частей: 

- верхняя часть – треугольник, опреде-
ляемый величиной угла свободного располо-
жения насыпного груза в поперечном сечении 
движущейся ленты φ1; 

- нижняя часть, принимающая три воз-
можные формы в зависимости от конфигура-
ции роликоопор: 

1) трапеции – при желобчатой трехроли-
ковой опоре; 

2) треугольника – при двухроликовой 
опоре; 

3) параболы – при любой опоре и доста-
точно жесткой ленте. 

Угол φ1 будем определять в соответствии 
с рекомендациями [1] выражением 

 35,01  ,                         (1) 
где φ – угол естественного откоса груза в по-
кое. 

В такой постановке решение задачи не бу-
дет связано с введенными в [1, 2] условно-
стями в виде категорий подвижности груза, а 
также позволит избежать путаницы со значе-
ниями углов φ1, присваиваемыми этим кате-
гориям. 

Для форм трапеции и треугольника ниж-
ней части поперечного сечения целесообраз-
но применить единый подход к описанию до-
лей ширины ленты, приходящихся на каждый 
ролик опоры (рис. 1). Долю ширины ленты, 
приходящуюся на центральный ролик, обо-
значим в виде 

biц  ,                            (2) 
где b – искомая полезная ширина ленты; i – 
параметр долевой части. 

Тогда на каждый боковой ролик трехро-
ликовой желобчатой опоры приходится доля 
ширины ленты 

bi
б 






 


2

1 .                       (3) 
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Рис. 1. Схема к определению коэффициента производительности  
для форм трапеции и треугольника нижней части сечения груза 

 
Площадь нижней части (трапеции) сече-

ния груза на ленте 

    sin
4

1cos122 





 


iiibSтрап ,  (4) 

где α – угол наклона боковых роликов. 
Площадь верхней части (треугольника) 

сечения груза на ленте 
   1

22 25,0cos1  tgiibSтреуг  .  (5) 
Остаточное выражение суммарной пло-

щади верхней и нижней частей при устране-
нии из него параметра b2 примет вид 

  

   1
2 25,0cos1

sin
4

1cos12





tgii

iiik









 


.      (6) 

Площадь поперечного сечения связана с 
массовой производительностью конвейера Q 
(т/ч) выражением 

 vkbQ 23600 ,                  (7) 
где v – скорость движения ленты конвейера 
(м/с); ρ – насыпная плотность груза (т/м3). 

Запишем зависимость (7) в виде 
 vKbQ п

2 ,                  (8) 
где Kп – исследуемый коэффициент произво-
дительности, определяемый умножением пе-
реводной константы 3600 на выражение (6) 

  

    360025,0cos1

sin
4

1cos12

1
2 












 






tgii

iiiKп .      (9) 

Представление коэффициента Kп в виде 
зависимости (9) позволяет получить в ре-
зультате массив значений данного коэффи-
циента при применении различных значений 
параметра i, в отличие от строго установлен-
ного в [1 – 4] значения i = 0,44.    

В случае представления контура нижней 
части сечения груза в виде параболы целесо-
образно применить дискретное решение за-
дачи (рис. 2), разбив контур параболы на не-
сколько частей (в настоящем исследовании – 
10). Это позволит избежать громоздкости 
решения при нахождении длины дуги пара-
болы и соответствующей площади с исполь-
зованием определенного интеграла при из-
начально неопределенных пределах интег-
рирования (пределы меняются при измене-
нии «глубины» параболы, так как реальная 
лента конечна, и её концевые точки меняют 
свои координаты при изменении величины 
прогиба).  

Фактически, площадь нижней части се-
чения представляет собой совокупность 
площадей трапеций с изменяемым углом на-
клона одной боковой стороны при постоян-
ном известном значении её длины, состав-
ляющим 0,1b. При увеличении количества 
элементов разбиения точность решения бу-
дет повышаться. При этом степень полого-
сти параболы фактически регулируется ве-
личиной угла наклона боковых роликов, к 
которой она привязана. 
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Рис. 2. Схема к определению коэффициента производительности 
для параболической формы нижней части сечения груза 
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При нахождении массива значений коэф-

фициента Kп для разных конфигураций ниж-
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ней части поперечного сечения груза введем 
следующие ограничения: 

1) при трапецеидальном и треугольном 
контуре нижней части сечения угол наклона 
боковых роликов α будем изменять дискрет-
но с шагом 3° в общепринятом диапазоне от 
30° до 45°; 

2) при трапецеидальном и треугольном 
контуре нижней части сечения используем 
два значения угла φ естественного откоса 
груза в покое: 25° и 45°; 

3) при параболическом контуре нижней 
части сечения угол наклона боковых роликов 
α будем изменять дискретно с шагом 5° в 
диапазоне от 10° до 60°; 

4) при параболическом контуре нижней 
части сечения используем три значения угла 
φ естественного откоса груза в покое: 25°, 
35° и 45°. 

 

4. Анализ результатов исследования 
 
На рис. 3 и 4 представлены зависимости 

коэффициента Kп при значениях угла естест-
венного откоса груза в покое φ = 45° и φ = 
25° для трехроликовой желобчатой опоры 
(частный случай – двухроликовая с тре-
угольным профилем при значении параметра 
i = 0). 

На рис. 5 приведены зависимости коэф-
фициента Kп для трехроликовой желобчатой 
опоры при форме нижнего контура попереч-
ного сечения груза в виде параболы. Угол 
наклона боковых роликов α, являющийся от-
счетным при дискретном построении пара-
болы, соответствует средним участкам боко-
вых ветвей параболы и определяет их поло-
жение на боковых роликах. 

 

 
 

Рис. 3. Зависимости коэффициента Kп при значении угла естественного откоса  
груза в покое φ = 45° для трехроликовой желобчатой опоры 
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Рис. 4. Зависимости коэффициента Kп при значении угла естественного откоса 
груза в покое φ = 25° для трехроликовой желобчатой опоры 

 

 
 

Рис. 5. Зависимости коэффициента Kп для трехроликовой желобчатой опоры  
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при форме нижнего контура поперечного сечения груза в виде параболы 
На основе полученных зависимостей 

можно сделать следующие выводы: 
1. При представлении контура нижней 

части сечения груза в виде трапеции и при 
оперировании значением угла естественного 
откоса груза в покое φ = 45° (рис. 3) наилуч-
шие значения коэффициента Kп с позиции 
минимизации полезной ширины ленты дос-
тигаются в случае соответствия доли указан-
ной ширины ленты, приходящейся на цен-
тральный ролик трехроликовой опоры, диа-
пазону значений 0,2...0,3. Меньшие значения 
диапазона соответствуют меньшим углам 
наклона боковых роликов (0,2 – 30°, 33°; 0,25 
– 36°, 39°, 42°; 0,3 – 45°). Полученные наи-
лучшие значения i не соответствуют обще-
принятому подходу [1 – 4] с проектным 
применением значения i = 0,44.  

2. При тех же условиях, что и в предыду-
щем выводе, и при оперировании значением 
угла естественного откоса груза в покое        
φ = 25° (рис. 4) наилучшие значения коэф-
фициента Kп с позиции минимизации полез-
ной ширины ленты достигаются в случае со-
ответствия доли ширины ленты, приходя-
щейся на центральный ролик, диапазону 
значений 0,15...0,25. Меньшие значения диа-
пазона соответствуют меньшим углам на-
клона боковых роликов (0,15 – 30°, 33°;  0,2 – 
36°, 39°; 0,3 – 42°, 45°), что предполагает еще 
большее отдаление значения i от величины i 
= 0,44. 

3. При представлении контура нижней 
части сечения груза в виде параболы и при 
оперировании значениями угла естественно-
го откоса груза в покое φ = 25°, φ = 35° и       
φ = 45° (рисунок 5) наилучшие значения ко-
эффициента Kп с позиции минимизации по-
лезной ширины ленты достигаются для диа-
пазона углов наклона боковых роликов 
30°...45°. Идеальный интервал угла наклона 
при таком подходе  составляет 35°...40°. В 
среднем, значения коэффициента Kп, вычис-
ляемые с учетом параболической формы 
нижнего контура сечения, на 30 – 50 единиц 
выше, чем значения, соответствующие тра-
пециевидному контуру при аналогичных ус-
ловиях. Более точные рациональные значе-
ния углов наклона боковых роликов можно 

установить, увеличив дискретность модели-
рования. Также, оперируя точкой отсчета 
угла α (рис. 2) можно моделировать другие 
схемы расположения боковых роликов с це-
лью синтеза в реальной конструкции конвей-
ера парабалического контура ленты в усло-
виях контакта с тремя роликами.   

 
5. Заключение 

 
Физически наиболее спорным моментом 

при определении коэффициента Kп является 
возможность создания в трехроликовом тра-
пецеидальном контуре формы ленты в виде 
параболы. Практически это достижимо за 
счет увеличения жесткости применяемой 
ленты. Однако стоит отметить, что расчет и 
выбор коэффициента Kп по форме трапецеи-
дального контура за счет меньших значений 
позволяет получить дополнительный искус-
ственный запас по полезной ширине ленты. 

Одним из определяющих факторов поис-
ка рациональной формы сечения груза, соз-
дающей максимальное значение коэффици-
ента Kп, является экономическая целесооб-
разность применения в конструкции одной 
роликоопоры роликов с разными геометри-
ческими параметрами. С одной стороны, 
приобретается преимущество в стоимости 
ленты за счет снижения её необходимой ши-
рины, а с другой – усложняется технология 
изготовления роликоопоры, увеличивается 
её стоимость и, как следствие, стоимость 
всего конвейера с учетом значительного ко-
личества роликоопор.  

Результат исследования, описанного в 
настоящей статье, помимо практической це-
лесообразности в виде синтеза зависимостей 
для определения коэффициента производи-
тельности и получения массивов их значе-
ний для прикладных расчетов открывает 
спектр направлений совершенствования кон-
струкций роликоопор ленточных конвейеров 
с комбинированием в структуре одной опо-
ры разных конфигураций роликов с целью 
получения рационального сечения ленты в 
каждой конкретной проектной ситуации в 
соответствии со свойствами транспортируе-
мых грузов. 
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Аннотация. В процессе эксплуатации различного 
ответственного технологического оборудования, в 
частности, энергетического (паровых и влажнопаро-
вых турбин, трубопроводов влажного пара и др.) 
наблюдается эрозионно-ударное нагружение конст-
руктивных элементов технологического оборудова-
ния со стороны содержащихся в газовых или воз-
душных потоках рабочего тела полидисперсных 
капель влаги и твердых частиц загрязнений и при-
месей. Это обуславливает трехфазный характер 
процесса эрозионного изнашивания поверхности 
конструктивных элементов оборудования. Большин-
ство загрязнений и примесей являются гидрофиль-
ными, вследствие чего относительно крупные твер-
дые частицы обволакиваются влагой с образованием 
жидкой пленки на их поверхности, а более мелкие 
взвешены в объеме капель. Это делает невозмож-
ным простой перенос на условия трехфазного эро-
зионного изнашивания результатов исследований и 
методов прогнозирования либо только каплеударно-
го, либо только газоабразивного эрозионного изна-
шивания. В статье представлены математические 
модели механических и гидродинамических мипро-
цессов, протекающих во время соударения компо-
зитной капли влаги, т.е. капли с находящейся внутри 
твердой частицей, с поверхностью конструктивного 
элемента. Явление соударения рассмотрено в виде 
двух последовательных стадий. Первая, начальная 
стадия включает взаимодействие поверхности кон-
структивного элемента с жидкой фазой композитной 
капли. На основе одномерной лучевой теории рас-
смотрено образование и распространение системы 
отраженных и преломленных волн давления и на-
пряжения в элементе, жидкости и частице, получены 
количественные зависимости для оценки характер-
ных параметров процессов – длительности, давле-
ний, скорости движения. Вторая, заключительная 
стадия включает взаимодействие поверхности кон-
структивного элемента с твердой частицей эродента. 
Построены система уравнения движения частицы в 
процессе ее внедрения и отскока с учетов действия 
жидкости за тыльной стороной твердой частицы. 
Также предложена зависимость для количественной 
расчетной оценки величины эрозионно-усталост-
ного повреждения поверхности конструктивного 
элемента от удара единичной композитной капли. 
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Abstract. During the operation of various critical tech-
nological equipment, in particular, energy (steam and 
wet steam turbines, wet steam pipelines, etc.), erosion 
loading of the structural elements of technological 
equipment is observed from the side of polydisperse 
droplets of moisture and solid particles of pollutants and 
impurities contained in the gas or air streams of the 
working fluid.  This determines the three-phase nature of 
the process of erosive wear of the surface of the struc-
tural elements of the equipment. Most pollutants and 
impurities are hydrophilic, as a result of which relatively 
large solid particles are enveloped in moisture to form a 
liquid film on their surface, while smaller ones are sus-
pended in the volume of droplets. This makes it impos-
sible to easily transfer to the conditions of three-phase 
erosive wear the results of research and methods of fore-
casting either only drop-impact or only gas-abrasive 
erosive wear. The article presents mathematical models 
of mechanical and hydrodynamic processes occurring 
during the impact of a composite drop of moisture, i.e. 
droplets with a solid particle inside, with the surface of a 
structural element. The impact phenomenon is consid-
ered in the form of two consecutive stages. The first, 
initial stage involves the interaction of the surface of the 
structural element with the liquid phase of the composite 
droplet. Based on the one–dimensional ray theory, the 
formation and propagation of a system of reflected and 
refracted pressure and stress waves in an element, liquid, 
and particle are considered, and quantitative depend-
ences are obtained to evaluate the characteristic parame-
ters of processes - duration, pressures, and velocity. The 
second and final stage involves the interaction of the 
surface of the structural element with a solid eroding 
particle. A system of equations of motion of a particle in 
the process of its insertion and rebound is constructed, 
taking into account the action of a liquid behind the back 
of a solid particle. A dependence is also proposed for the 
quantitative calculation of the value of the erosion and 
fatigue damage to the microplate of the surface of the 
structural element from the impact of a single composite 
drop. 
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Ключевые слова: эрозия, жидкие капли, твердые 
примеси, объемная волна давления, поле давлений. 
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1. Введение 

 
Отличительной чертой эрозионно-удар-

ного нагружения конструктивных элементов 
технологического оборудования, которые 
взаимодействуют с газовыми или воздуш-
ными потоками рабочего тела, содержащими 
относительно небольшое количество влаги в 
виде полидисперсных капель и твердых час-
тиц загрязнений и примесей, является трех-
фазный характер  процесса эрозионного из-
нашивания.  

Подобные условия характерны для энер-
гетического оборудования, в частности, для 
проточных частей влажнопаровых турбин-
ных ступеней конденсационных и теплофи-
кационных турбин ТЭС, влажнопаровых 
турбин ГеоТЭС, трубопроводов влажного 
пара [1, 2]. В этом случае в потоке рабочего 
тела имеет место тесный контакт твердых 
частиц (продуктов коррозии и эрозии, частиц 
отложений, нерастворимых примесей, про-
шедших систему сепарации и др.) с жидкой 
фазой вследствие столкновения с каплями 
влаги и конденсации переохлажденного 
влажного пара. Преобладающее большинст-
во примесей по классификации [3] являются 
гидрофильными, хорошо смачивающимися 
водой. В условиях движения в проточной 
части влажнопаровых турбинных ступеней 
следует ожидать, что относительно крупные 
твердые частицы обволакиваются влагой с 
образованием жидкой пленки на их поверх-
ности, а более мелкие взвешены в объеме 
капель. Указанная особенность делает не-
возможным простой перенос на условия тур-
бинных ступеней результатов исследований 

и методов прогнозирования газо-абразивного 
эрозионного изнашивания, достаточно ши-
роко развитых применительно к износу про-
точных частей газовых турбин, компрессо-
ров и ступеней перегретого пара паровых 
турбин [4 - 6]. Возможное взаимовлияние 
жидкой и твердой фаз на эрозионное изна-
шивание должно учитываться при создании 
феноменологической вероятностной модели 
механизма эрозионного изнашивания и 
оценки параметра ударного микронагруже-
ния поверхности конструктивного элемента 
с учетом влияния на него объема связанной с 
твердой частицей жидкости.  

 
2. Начальная стадия соударения              

композитной капли 
 

Обобщенная модель эрозионно-усталост-
ного повреждения материалов в условиях 
трехфазной эрозии поверхности элементов 
конструкций при ударном воздействии газо-
вого или парового потока рабочего тела, со-
держащего твердые частицы примесей в 
объеме капель влаги или иной жидкости, 
может быть построена на основе рассмотре-
ния гидродинамических и механических яв-
лений при соударении с поверхностью упру-
гого полупространства твердой частицы эро-
дента размером dp,  находящейся в объеме 
жидкой частицы размера dd > dp.  

В первом приближении будем рассматри-
вать сферическую каплю радиусом rd, со-
держащую одну сферическую твердую час-
тицу диаметром dp. Центр тяжести частицы 
располагается на оси симметрии капли, па-
раллельной вектору её скорости. Таким об-
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разом, в данной статье рассматривается од-
номерная модель процесса соударения ком-
позитной капли с твердой поверхностью, т.е. 
задача оценки максимальных величин удар-
ного давления и амплитуды переменных эро-
зионно-ударных напряжений вследствие 
одиночного акта нагружения σe  решается в 
одномерной постановке. 

В начальный момент соударения в объе-
ме капли возникает присоединенная к пятну 
контакта первичная волна сжатия. Её фронт 
распространяется по направлению к поверх-
ности частицы. В интервале времени до дос-
тижения волной сжатия поверхности части-
цы гидродинамические процессы в объеме 
жидкости полностью аналогичны удару кап-
ли без частицы [7]. От твердой поверхности 
частицы первичная волна отражается и обра-
зуется вторичная волна сжатия, которая рас-
пространяется назад к поверхности соударе-
ния. Она достигает её через промежуток 
времени  

nvC
x


 0
1

2
 ,                    (1) 

где 2/0 pd drx   - толщина слоя жидкости 
перед фронтом твердой частицы; C  - ско-
рость волны давления в жидкости; nv  - нор-
мальная составляющая скорости соударения 
капли. 

Затем эта вторичная волна сжатия испы-
тывает новое отражение и в виде волны сжа-
тия опять движется по направлению к части-
це. Далее процесс повторяется. По мере про-
движения частицы к поверхности конструк-
тивного элемента интервал времени между 
(k-1)-м и k-м подходами отраженных волн к 
пятну контакта уменьшается, причем с уве-
личением скорости удара это проявляется бо-
лее интенсивно. Промежуток времени сокра-
щается согласно следующей зависимости: 

1
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

 







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
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k
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n
kk vC

vC
vC
vC

 .  (2) 

Первичная волна сжатия на поверхности 
частицы наряду с отражением также испы-
тывает преломление с образованием вторич-
ной преломленной волны напряжения сжа-
тия. Волна распространяется вглубь части-
цы, испытывает отражение от тыльной по-

верхности частицы и в виде волны напряже-
ния растяжения возвращается к передней  
поверхности, испытывает отражение с пре-
образованием в волну сжатия и т.д. Прелом-
ленная на тыльной поверхности частицы 
волна сжатия движется к поверхности капли, 
испытывает отражение и в виде волны рас-
тяжения возвращается назад. Таким образом, 
в объеме композитной капли формируется в 
результате многочисленных актов отраже-
ния-преломления на границах трех фаз 
сложная система первичных и вторичных 
волн сжатия и растяжения, имеющих раз-
личные скорости движения в жидкой и твер-
дой фазах. 

Лучевая схема перемещения во времени 
фронтов волн сжатия и растяжения в капле и 
в частице приведена на рис. 1. 

Наличие в объеме капли нескольких по-
верхностей раздела разнородных материалов 
приводит к появлению значительного числа 
вторичных отраженных и преломленных 
волн сжатия и растяжения, движение и су-
перпозиция которых определяет изменение 
во времени поля давлений в жидкости, поля 
напряжений в частице и поверхностного 
давления в пределах пятна контакта. На рис. 
2 представлены результаты количественного 
анализа указанных величин при ударе со 
скоростью 300 м/с капли диаметром 400 
мкм, содержащей расположенную в центре 
частицу окалины диаметром 100 и 300 мкм. 
При расчете был использован алгоритм, ос-
нованный на представлении лучевых схем 
движения волн напряжений в слоистом ма-
териале ориентированными графами [8]. На 
этом же рисунке также представлены ре-
зультаты расчета поля давлений в жидкости 
и поверхностного давления при ударе капли 
без частицы. 

В промежутке времени 1...0   начальная 
фаза процесса соударения капли с частицей 
аналогична начальной фазе соударения кап-
ли без частицы. Однако затем появляются 
принципиальные различия. В момент 1  на 
эпюре изменения во времени поверхностно-
го давления наблюдается вторичный пик 

2,impp  значительной величины. Его значение 

зависит от расстояния 0x  - расстояния между 
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Рис. 1. Лучевая схема движения фронтов волн вдоль оси y = 0 в капле и частице  
 

частицей и поверхностью полупространства 
в начальный момент соударения и может 
быть оценено по зависимости 
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где impp  - гидродинамическое давление при 

ударе капли [5, 9]; rl
01  - коэффициент отра-

жения на границе раздела «поверхность-
капля»; rl

12  - коэффициент отражения на 
границе раздела «капля-частица». 

Как следует из выражения (3), существу-
ет интервал );0( ,00 crxx  , для которого на-
блюдается превышение величиной вторич-
ного пика давления 2,impp , подсчитанного по 
параметрам соударения капли без частицы. 

Пороговое значение crx ,0  можно найти из 
выражения (3) при условии impimp pp 2, : 
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Относительная доля от общего числа со-
ударений одинаковых капель влаги с превы-
шением давлением 2,impp  давления impp  в 
предположении о равной вероятности нахо-
ждения частицы в произвольной точке объе-
ма капли с плотностью вероятности 

1
0 )2()(  pd drxp                   (5) 

оценивается величиной  
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и составляет примерно 30 ... 50 %.  



         Научно-технический вестник Брянского государственного университета, 2026, №2                                             
Nauchno-tekhnicheskiy vestnik Bryanskogo gosudarstvennogo universiteta, 2026, No.2 

                                                                                                                          DOI: 10.22281/2413-9920-2026-12-02-120-135 
 

 124 

 
 

Рис. 2. Начальная стадия соударения капли диаметром 400 мкм со скоростью 300 м/с,        
содержащей частицу окалины : а – диаметром 100 мкм; б – диаметром 300 мкм 

(1, 2, 4, 5 – давление в центре пятна контакта; 3 – напряжение в точке 1 частицы;  
6, 7 - давление в точке 2 жидкости; 1, 3, 4, 6 – капля с частицей; 2, 5, 7 – капля без частицы)  
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В зависимости от величины 0x  могут на-
блюдаться дополнительные пики поверхно-
стного давления, связанные с подходом к 
поверхности соударения вторичных отра-
женных от частицы волн сжатия. В частно-
сти, на рис. 2 при 75,0  мкс наблюдается 
ещё один такой пик величиной impimp pp /2,  = 

0,14. С уменьшением 0x  число пиков, а так-
же их высота будут возрастать, так как со-
кращаются промежутки времени между по-
следующими подходами отраженных волн и 
соответственно увеличивается число накла-
дывающихся друг на друга волн сжатия. Та-
кая эпюра изменения во времени поверхно-
стного давления характерна для частиц, по-
верхность которых покрыта пленкой жидко-
сти малой толщины. Она иллюстрируется       
рис. 2, б для соотношения размеров dp rd 2/ . 
Верхнюю оценку максимально возможного 
повышения поверхностного давления по 
сравнению с величиной impp  можно сделать 
при рассмотрении предельного перехода 
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Величина mimpp )( 2,  зависит от механиче-
ских свойств взаимодействующих материа-
лов и, как правило, лежит в интервале (4 ... 
7) impp .  

Давление в объеме жидкости, заключен-
ном между поверхностью соударения и час-
тицей, подвержено высокочастотным коле-
баниям. Это связано с воздействием волн 
растяжения, образованных при преломлении 
в жидкости движущихся внутри частицы 
волн напряжения растяжения. Вблизи по-
верхности соударения возникает зона поло-
жительных напряжений. Величина их на-
много превышает предел прочности воды на 
растяжение, и внутри зоны возможно нару-
шение сплошности объема жидкости. Время 
образования зоны заметно (по данным рис. 
29,а примерно в 2 раза) сокращается по 
сравнению с ударом капли без частицы. Это 
обстоятельство, а также периодическое по-

вышение давления в моменты прохода отра-
женных от частицы волн сжатия позволяет 
предполагать интенсификацию кавитацион-
ных процессов в капле из-за наличия в ней 
частицы. Однако при малой толщине слоя 
жидкости на передней поверхности частицы 

12/ dp rd  (т.е. при малом )0x  зона поло-
жительных напряжений не возникает, так 
как сформировавшаяся в частице волна рас-
тяжения не успевает вернуться в объем жид-
кости до момента соприкосновения частицы 
с поверхностью полупространства. В этом 
случае отсутствуют условия для возникнове-
ния кавитационных процессов. Оценка ми-
нимального значения dp rd 2/ , при котором 
отсутствует зона растяжения, может быть 
выполнена по зависимости 
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где pC1  - скорость продольной волны в час-
тице. 

Практически min)2/( dp rd ~ 0,65...0,95, 
причем оно возрастает с уменьшением ско-
рости соударения nv  и увеличением скоро-
сти продольной волны в частице pC1 . 

Поле давлений в капле за частицей также 
переменно во времени. В нем могут возни-
кать зоны положительных напряжений, пре-
вышающих предел прочности воды на рас-
тяжение. Это не скажется на повреждении 
поверхности соударения, однако несомненно 
влияет на процесс разбрызгивания капли.  

В частице возникает знакопеременное во 
времени напряженное состояние с коэффи-
циентом асимметрии 1r . Максимальные 
по абсолютной величине напряжения (отри-
цательные) наблюдаются при первом прохо-
ждении преломленной на поверхности час-
тицы волны напряжения сжатия. Напряже-
ние сжатия в rr

12  раз превышает давление 

impp  (где rr
12  - коэффициент отражения на 

границе раздела «капля-частица». Напряже-
ние растяжения заметно ниже, однако также 
значительно по величине. Как напряжения 
сжатия, так и растяжения могут оказаться 
достаточными для разрушения частицы на 
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несколько более мелких осколков. В первую 
очередь это относится к продуктам коррозии 
и частицам отложений, обладающих низки-
ми пластическими свойствами при возмож-
ном наличии в них микротрещин. 

 
3. Заключительная стадия соударения 

твердой частицы эродента 
 
Заключительная фаза соударения - взаи-

модействие частицы с поверхностью упруго-
го полупространства. В этом случае пригод-
на та же квазистатическая модель неглубоко-
го внедрения твердых частиц эродента в по-
верхность эродирующего элемента конст-
рукции в условиях герцевского типа контак-
та, которая рассматривалась ранее в [8]. Мо-
дель можно считать справедливой, так как 
время прохождения волной напряжения в 

поверхностном слое элемента расстояния, 
равного наибольшему радиусу пятна контак-
та, почти на порядок меньше продолжитель-
ности соударения imp .  

Обобщим эту модель применительно к 
трехмерному анализу ударного взаимодейст-
вия твердой абразивной частицы с поверхно-
стью вращающегося конструктивного эле-
мента в условиях дополнительного воздейст-
вия жидкости. Перемещение частицы вдоль 
эродирующей поверхности рассмотрим от-
носительно следующих систем координат 
(рис. 3,а):  

 связанной с осью вращения конструк-
ции прямоугольной системы xzr;   

 связанной с поверхностью конструк-
тивного элемента P прямоугольной системы 

n21 .  
 
 

 
 

Рис. 3. Схема взаимодействия твердой частицы с поверхностью конструктивного элемента:   
а – система координат; б – система действующих сил 

 
Ось 1  совпадает с линией пересечения 

плоскостей W (касательная к поверхности Р 
в точке соударения) и V (нормальная к W и 
содержащая вектор скорости соударения v


 ), 

ось n - нормаль к поверхности Р, ось 2  - до-
полняет тройку ортов до правой системы ко-
ординат. Как правило, главные радиусы кри-
визны поверхности натурных конструкций 
на несколько порядков превышают длину 
перемещения частицы вдоль эродирующей 

поверхности, поэтому в дальнейших по-
строениях кривизна поверхности Р не учи-
тывается.  

На твердую частицу эродента в процессе 
соударения действует система сил, показан-
ных на рис. 3, б: 

- радиальная контактная сила Герца 
5,15,0

)(3
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         Научно-технический вестник Брянского государственного университета, 2026, №2                                             
Nauchno-tekhnicheskiy vestnik Bryanskogo gosudarstvennogo universiteta, 2026, No.2 

                                                                                                                          DOI: 10.22281/2413-9920-2026-12-02-120-135 
 

 127 

направленная по нормали к поверхности по-
лупространства и вызывающая на расстоя-
нии y от центра пятна контакта давление 
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2 2)(
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- тангенциальная контактная сила с про-
екциями  на оси 1  и 2  поверхностной сис-
темы координат n21  ( j =1, 2)  
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направленная вдоль линии пересечения каса-
тельных плоскостей к поверхности конст-
рукции W и к траектории движения частицы 
и вызывающая на расстоянии y от центра 
пятна контакта касательные напряжения 

 22 yndnd
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pp
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nj
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- центробежная сила от вращения части-
цы вместе с конструкцией в системе xzr, на-
правленная по радиусу вращения r: 

rdF pp
c 23

3
4 

 ;            (13) 

- сила Кориолиса 

  ),(sin2
5,022

2
2
1 vnF K 

   ;    (14) 
- гидродинамическая сила скоростного 

напора объема жидкости за тыльной поверх-
ностью частицы  

22 )(
8

nvdCF px
g   ,            (15) 

направленная вдоль вектора скорости капли 
в точке соударения и действующая с момен-
та начального касания поверхности конст-
рукции в течение промежутка времени 

v
dxr pк




 02
 ,                (16) 

где Gg /2 , ppp Gg /2 , 

Gk  2/)1(  , ppp Gk  2/)1(   - коэф-
фициенты упругих свойств материалов кон-
структивного элемента и частицы;  , p  - 
коэффициент Пуассона материалов конст-
руктивного элемента и частицы; G, Gp – мо-
дуль сдвига материалов конструктивного 
элемента и частицы; p ,   - плотность ма-
териала частицы и капли; ω – угловая ско-
рость вращения конструктивного элемента; 

12v


 - векторный элемент проекции траекто-
рии частицы на плоскость W ;  f - коэффици-
ент трения между частицей и материалом 
поверхности; v – линейная скорость частицы; 

xC  - коэффициент аэродинамического со-
противления для тыльной стороны частицы. 

Проецируя векторы перечисленных сил, 
получим систему четырех дифференциаль-
ных уравнений движения частицы: 
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при начальных условиях 
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где pp Jm ,  - масса и момент инерции частицы.  
При анализе процесса взаимодействия 

частицы с не вращающимся конструктивным 
элементом система (17) – (20) упрощается 
вследствие равенства 0 инерционных сил cF  
и KF . Следует также отметить, что для ус-
ловий газоабразивной эрозии (когда жидкая 
фаза отсутствует) эта система также упроща-
ется вследствие равенства 0 гидродинамиче-
ской силы gF .  

В общем случае входящая в начальные 
условия скорость частицы 0pv  в момент её 

соприкосновения с поверхностью может от-
личаться от скорости подлета из-за тормозя-
щего воздействия со стороны жидкости, 
присутствующей на поверхности конструк-
тивного элемента. Рассматривая движение 
частицы под действием противоположно на-
правленных гидродинамических сил скоро-
стного напора объемов жидкости на перед-
ней и тыльной поверхностях с учетом при-
соединенной массы жидкости, на основе 
принципа Даламбера получаем дифференци-
альное уравнение: 
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c начальными условиями 0x  и vvp )0( ,  

где 21, xx CC  - коэффициенты аэродинамиче-
ского сопротивления для передней и тыль-
ной сторон частицы. 

Решение уравнения (23) в конечной точке 
траектории движения частицы в объеме 
жидкости на протяжении длины пути f  яв-

ляется искомой величиной 0pv . Относитель-
ное снижение скорости частицы в жидкости 

vvp /0  определяется плотностью частицы и 

длиной пути f  (рис. 4). 
Действующие на твердую частицу силы 

неодинаковы по величине и характеру изме-
нения во времени. Доминирующее воздейст-
вие оказывают контактные силы - сумма 
наибольших значений инерционных и гид-
родинамической сил составляет несколько 
процентов от наибольшего значения кон-
тактных сил. Однако в начальной стадии со-
ударения, когда контактные силы вследствие 
малой глубины внедрения частицы ещё ма-
лы, инерционные силы максимальны и могут 
играть заметную роль. Продолжительность 
этой стадии невелика по отношению ко вре-
мени удара, так как контактные силы быстро 
возрастают до максимального значения  в  

 
Рис. 4. Снижение скорости соприкосновения 

частицы с поверхностью конструктивного 
элемента при наличии жидкости (материал 
частицы: 1 – сталь; 2 – окалина; 3 – корунд) 

 
момент наибольшего  внедрения частицы в 
поверхностный слой конструктивного эле-
мента. Влияние наличия жидкости приводит 
к увеличению глубины внедрения частицы, 
времени её взаимодействия с поверхностью, 
величины давления на пятне контакта и по-
вреждения материала микрообъемов конст-
рукции. 

Присутствие жидкости может заметно 
сказываться на поведении частицы при от-
скоке. При относительном размере 
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12/ dp rd  жидкость воздействует на тыль-
ную поверхность частицы в течение началь-
ного промежутка времени, меньшего про-
должительности взаимодействия частицы с 
упругим полупространством imp . Затем сила 
от скоростного напора жидкости исчезает. 
Тормозящая отскок частицы сила отсутству-
ет, и скорость частицы Lrv  при режимах со-
ударения, близких к абсолютно упругому, 
может превысить начальную скорость 0pv , а 
при отсутствии жидкости на поверхности 
конструктивного элемента - и скорость v . 
При режимах соударения, значительно отли-
чающихся от названного ( 0prL vv  ), однако, 
выше, чем скорость отскока сухой частицы 

Drv . Для сравнительно крупных частиц с 
толщинами жидкости на их тыльной поверх-
ности impvx   воздействие жидкости на-

блюдается в течение всего времени imp  и 
уменьшение скорости отскока можно при-
ближенно оценить с помощью закона сохра-
нения энергии: 

  5,0

2

2
0 )()(3

1










 


Drpp

impDrp

Dr

Lr

vd
vxvv

v
v




 , (24) 

где σ – коэффициент поверхностного натя-
жения жидкости. 

На рис. 5 представлены результаты чис-
ленного расчета по зависимостям (17) – (20) 
параметров соударения частицы с поверхно-
стью конструктивного элемента, не покры-
той слоем жидкости ( f =0). Как следует из 
расчета, для относительно малых частиц на-
личие окружающей их жидкости принципи-
ально сказывается на поведении во время 
отскока - наблюдается один или несколько 
повторных ударов при увеличении с каждым  
последующим соударением его продолжи-
тельности и уменьшении скорости удара и 
глубины наибольшего внедрения. Для удара 
сухой прочной частицы характерна следую-
щая закономерность между параметрами со-
ударения: при наибольшем внедрении ско-
рость частицы падает до 0, а поверхностное 
давление возрастает до максимального зна-
чения. Закономерность хорошо проявляется 

при ударе частицы с dp rd 2/  = 0,75 (кривая 2 
на рис. 5). Однако от неё заметны отклоне-
ния у меньших частиц. Эти отклонения про-
являются все более при каждом последую-
щем соударении и отскоке. Потеря скорости 

DrLr vv / , подсчитанная по скорости отскока 
при последнем повторном соударении, ока-
зывается значительной. Например, для рас-
смотренной на рис. 5 частицы с dp rd 2/  = 
0,25 даже в режиме абсолютно упругого со-
ударения она составила 0,243. Для ещё более 
мелких частиц следует ожидать отношение 

DrLr vv / , близкое к 0, невозможность отскока 
от поверхности конструкции и переход в по-
верхностную пленку жидкости. С уменьше-
нием dp rd 2/  этот переход упрощается, так 
как параллельно уменьшению отношения 

DrLr vv /  и повышению тормозящего действия 
жидкости на поверхности конструктивного 
элемента происходит повышение пороговой 
скорости отскока 
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min
3


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









pp d
v


                   (25) 

минимально необходимой для преодоления 
частицей силы поверхностного натяжения со 
стороны жидкости. Очевидно, таков меха-
низм насыщения твердыми абразивными 
частицами пленок жидкости, движущихся по 
поверхности эродирующих конструктивных 
элементов проточных частей влажнопаровых 
турбинных ступеней и вызывающих их гид-
роабразивный износ.  

 
4. Оценка эрозионно-ударного                   

повреждения поверхности                          
конструктивного элемента 

 
Получаемое материалом поверхностного 

слоя конструктивного элемента при одиноч-
ном акте соударения покрытой жидкостью 
частицы эрозионно-усталостное поврежде-
ние 1d  образуется в результате суперпози-
ции отдельных повреждений, связанных с 
действием всех пиков поверхностного дав-
ления значительной амплитуды гидродина- 
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Рис. 5. Заключительная стадия соударения твердой частицы эродента с поверхностью          

упругого полупространства (конструктивного элемента) при ударе капли радиусом 200 мкм 
со скоростью 300 м/с: 1 – dp = 100 мкм, x0 = 150 мкм; 2 – dp = 300 мкм, x0 = 50 мкм 

 
мического dd1  и механического при каждом 

возможном i-м отскоке частицы ipd )( 1 : 


i

ipd ddd )( 111 .                 (26) 

Так как второй и последующие возмож-
ные отскоки твердой частицы приводят к 
ударному нагружению разных микроплоща-
док поверхности конструктивного элемента, 
то эрозионно-усталостное повреждение 1d  

от удара единичной композитной капли в 
пределах одной микроплощадки будет вы-
ражаться зависимостью: 

pd ddd 111  .                   (27) 

Слагаемое dd1  выражается зависимостью 
(26), в которую дополнительно вводится ко-
эффициент 
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учитывающий повышение гидродинамического давления из-за наличия в капле твердой час-
тицы: 
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где eN  - уровень каплеударной эрозионной 
стойкости материала в пределах микропло-
щадки соударения с композитной каплей, 
который является случайной величиной с 
нормальным законом распределения [10, 11];  

0eN  ( NS ), RW   ( WS ), m  ( mS ) – средние зна-
чения (стандартные отклонения) вероятно-
стных значений эрозионно-усталостных 
свойств материала поверхности конструк-
тивного элемента 0eN , RW   и m , введенные в 
рамках Единой вероятностной теории эрози-
онного изнашивания [12].  

Входящий в (29) параметр Rv  является 
скоростным эквивалентом предела эрозион-
ной выносливости в услових каплеударного 
нагружении eR   материала поверхности 
конструктивного элемента. По физическому 
смыслу она представляет собой пороговую 
величину нормальной составляющей скоро-
сти соударения капли минимального эрози-
онноопасного при данной скорости размера 

Rdr , с превышением которой материал кон-
структивного элемента получает эрозионно-
усталостное повреждение. 

Коэффициент pK , величина которого за-
висит от случайного положения твердой час-
тицы эродента в капле, наряду с эрозионно-
усталостными свойствами материала, явля-
ется причиной  вероятностного характера 
величины повреждения dd1 .  

Методологический подход к нахождению 
функциональной зависимости, связывающей 
величину повреждения pd1  с характерными 
параметрами эрозионно-ударного воздейст-
вия (скоростью и углом соударения, разме-
ром твердой частицы), аналогичен рассмот-
ренному в [8, 11] для случая каплеударного и 
кавитационного разрушения. Предел эрози-
онной выносливости материала в условиях 
абразивно-ударного нагружения с учетом 
предложенной в [13, 14] зависимости для 
определения амплитуды нормальной к фрон-
ту продольной волны компоненты тензора 
напряжений может быть выражен следую-
щим образом:  
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где x – координата, определяющая глубину 
расположения расчетной точки под поверх-
ностью конструктивного элемента; mn  - мак-
симальная глубина внедрения твердой час-
тицы эродента в поверхностный слой конст-
руктивного элемента; 1C  - скорость про-
дольной волны напряжения в материале кон-
структивного элемента. 

Зависимость (30) также содержит соот-
ветствующую Re  характеристику эрозион-
ной стойкости - скоростной эквивалент пре-
дела эрозионной выносливости Rv . Он неяв-
ным образом присутствует в выражениях для 
продолжительности удара imp  и максималь-

ной глубины внедрения частицы mn .  
Согласно (30) скоростной эквивалент Rv  

зависит от свойства материала конструкции 
Re  и размера частицы 
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Как в случаях каплеударного и кавитаци-
онного нагружения [8], при абразивно-удар-
ном воздействии величина Re  является ли-
нейной функцией скорости соударения час-
тицы. Вид зависимости peR v~  подтвер-
ждается результатами расчета по зависимо-
стям (17) – (20) imp  и mn  для частиц из раз-
нородных материалов и различных размеров. 
Часть из них приведена на рис. 6,а  в виде 
графиков комплекса pmimp vn ~)( 5,03 . В ши-
роком диапазоне скоростей соударения он 
достаточно хорошо совпадает с прямой ли-
нией - относительная невязка составляет 0...3 
%. Для соотношения (31) наблюдается абсо-
лютное качественное совпадение с аналогич-
ной зависимостью гиперболического типа  
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Рис. 6. Зависимость комплексных параметров соударения от скорости и размера твердой   

частицы эродента 
 

const
C

C
C

C
xCrv Re

RdR 


























1

5,0

1
2

3
5,1

1

)21()1(045,0
,                          (32) 

 
связывающей величины Rv  и Rdr  в случае 
каплеударного и кавитационного износа, так 
как проведенные по зависимостям (17) – (20) 
расчеты соударения твердых частиц эродента 
(рис. 6, б) позволяют аппроксимировать соот-
ношение (31) в виде: 
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Отклонения начинают проявляться у дос-
таточно больших по размеру частиц pd             
50...60 мкм при скоростях более 400  м/с, па-
раметры соударения которых соответствуют 
не рассматриваемой в данной физической 
модели зоне повреждения материала под 
действием однократного акта соударения. 

Это следует рассматривать как подтвержде-
ние физической тождественности процессов 
накопления эрозионных повреждений по-
верхностного слоя конструктивных элемен-
тов в условиях механических видов эрозии - 
каплеударной, кавитационной, газо- и гидро-
абразивной.  

Выявленное совпадение качественных 
закономерностей процессов эрозионно-
усталостного повреждения материалов при 
различных видах эрозии позволяет по анало-
гии с зависимостью (29) предложить сле-
дующую зависимость для оценки величины 
эрозионно-усталостного повреждения для 
случая соударения твердых частиц эродента: 
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причем параметры нагружения Rv  и pRd  свя-
заны соотношением 

constWvd RRpR 2 .             (34) 
Найденное в соответствии с зависимо-

стями (26) или (27) эрозионно-усталостное 
повреждение, получаемое материалом по-
верхностного слоя конструктивного элемен-
та при одиночном акте соударения компо-
зитной капли жидкости с находящейся в ней 
твердой частицей, является основой для 
дальнейшего проектирования конструктив-
ных, технологических и режимных меро-
приятий по предотвращению эрозии техно-
логического оборудования [15].   

 
5. Заключение 

 
Проведенный теоретический анализ тех 

взаимосвязанных механических и гидроди-
намических процессов, которые последова-
тельно-параллельно протекают при высоко-

скоростном соударении композитной капли 
жидкости с находящейся в ней твердой час-
тицей с упругой поверхностью конструктив-
ного элемента технологического оборудова-
ния, а также количественные результаты с 
помощью математических моделей указан-
ных процессов показывают, что в условиях 
трехфазного эрозионного изнашивания нель-
зя рассматривать отдельно явление капле-
ударного нагружения и явление абразивно-
ударного нагружения. На параметры эрози-
онно-ударного нагружения и повреждения 
поверхности конструктивных элементов ока-
зывают взаимное комплексное влияние все 
контактирующие фазы. Это делает невоз-
можным простой перенос на условия трех-
фазного эрозионного изнашивания результа-
тов исследований и методов прогнозирова-
ния либо только каплеударного, либо только 
газоабразивного эрозионного изнашивания.   

 
 

Список литературы 
1. Трухний А.Д., Ломакин 

Б.В. Теплофикационные паровые турбины 
и турбоустановки. М.: Издательство МЭИ, 
2006. 539 с.  

2. Зарубина Н.В., Карницкий Н.Б.  Тур-
бинные установки ТЭС и АЭС. Устройство, 
эксплуатация и ремонт. Минск: Вышэйшая 
школа», 2024. 431 с. 

3. Сумм Б.Ю., Горюнов Ю.В. Физико-
химические основы смачивания и растека-
ния. М.: Химия, 1976. 232 с. 

4. Mechanisms of Sand and Dust Erosion 
in Gas Turbine Engines (DTIC AD0876584). 
Fort Belvoir: Defense Technical Information 
Center, 1969. 

5. Эрозия / Под ред. К.Прис. М.: Мир, 
1982. 464 с. 

6. Виноградов В.Н., Сорокин Г.М., Ко-
локольников М.Г. Абразивное изнашива-
ние. М.: Машиностроение, 1990. 224 с. 

7. Lesser M.B., Field Y.E. The geometric 
wave theory of liquid impact // Proc. 6th Int. 
Conf. on Erosion by Liquid and Solid Impact, 
Cambridge, 5 – 8 Sept. 1983. P. 17/1–17/9. 

8. Лагерев А.В. Вероятностная теория 

‡ 
‡ 
‡ 
‡ 
‡ 
‡ 
‡ 
‡ 
‡ 
‡ 
‡ 
‡ 
‡ 
‡ 
‡ 
‡ 
‡ 
‡ 
‡ 
‡ 
‡ 
‡ 
‡ 
‡ 
‡ 
‡ 
‡ 
‡ 
‡ 
‡ 
‡ 
‡ 

References 
  1. Trukhniy A.D., Lomakin B.V. Teplofi-

katsionnye parovye turbiny i turboustanovki 
[Thermal steam turbines and turbine installa-
tions]. Moscow, Izdatelstvo MEI, 2006. 539 p. 
(In Russian) 

2. Zarubina N.V., Karnitskiy N.B. Turbin-
nye ustanovki TES i AES. Ustroystvo, 
ehkspluatatsiya i remont [Turbine installations 
of thermal power plants and nuclear power 
plants. Device, operation and repair]. Minsk, 
Vyshehyshaya shkola, 2024. 431 p. (In Rus-
sian) 

3. Summ B.Yu., Goryunov Yu.V. Fiziko-
khimicheskie osnovy smachivaniya i raste-
kaniya [Physico-chemical bases of wetting and 
spreading]. Moscow, Khimiya, 1976. 232 p. 
(In Russian) 

4. Mechanisms of Sand and Dust Erosion 
in Gas Turbine Engines (DTIC AD0876584). 
Fort Belvoir: Defense Technical Information 
Center, 1969. 

5. Treatise on materials science and tech-
nology. Volume 16. Erosion. Bell Telephone 
Laboratories, Inc., 1979.  

6. Vinogradov V.N., Sorokin G.M., Ko-



         Научно-технический вестник Брянского государственного университета, 2026, №2                                             
Nauchno-tekhnicheskiy vestnik Bryanskogo gosudarstvennogo universiteta, 2026, No.2 

                                                                                                                          DOI: 10.22281/2413-9920-2026-12-02-120-135 
 

 134 

механической эрозии. М.: Машинострое-
ние-1, 2004. 343 с.  
DOI: 10.5281/zenodo.1311851 

9. Перельман Р.Г., Пряхин В.В. Эрозия 
элементов паровых турбин. М.: Энерго-
атомиздат, 1986. 184 с. 

10. Лагерев А.В. Эрозия паровых тур-
бин: вероятностный подход. Т. 1. Вероят-
ностный анализ эрозии паровых турбин. 
М.: Машиностроение-1, 2006. 267 с. DOI: 
10.5281/zenodo.1311894 

11. Лагерев А.В. Эрозия паровых тур-
бин: вероятностный подход. Т. 2. Вероят-
ностное прогнозирование эрозии паровых 
турбин. М.: Машиностроение-1, 2006. 295 
с. DOI: 10.5281/zenodo.1311903 

12. Лагерев А.В., Фаддеев И.П. Концеп-
ция и перспективные направления исполь-
зования единой статистической теории эро-
зии влажнопаровых турбин // Известия 
РАН. Энергетика.  1994. № 6. С. 138–147. 

13. Фаддеев И.П., Лагерев А.В., Ермо-
лович С.К. Влияние защитного покрытия на 
напряженное состояние поверхностного 
слоя рабочих лопаток турбомашин // Извес-
тия вузов. Энергетика. 1985. № 9. С. 52-57. 

14. Лагерев А.В. Напряженное состояние 
защитных покрытий и поверхностного слоя 
конструкций при эрозионном и кавитацион-
ном видах износа // Трение и износ. 1992. 
Т.13. № 5. С.837–848. 

15. Лагерев А.В. Эрозия паровых тур-
бин: вероятностный подход. Т. 3. Предот-
вращение эрозии паровых турбин. М.: Ма-
шиностроение-1, 2006. 255 с. DOI: 
10.5281/zenodo.1311907 

 
 

‡ 
‡ 
‡ 
‡ 
‡ 
‡ 
‡ 
‡ 
‡ 
‡ 
‡ 
‡ 
‡ 
‡ 
‡ 
‡ 
‡ 
‡ 
‡ 
‡ 
‡ 
‡ 
‡ 
‡ 
‡ 
‡ 
‡ 
‡ 
‡ 
‡ 
‡ 
‡ 
‡ 
‡ 
‡ 
‡ 
‡ 
‡ 
‡ 
‡ 
‡ 
‡ 
‡ 
‡ 
‡ 
‡ 
‡ 
‡ 
‡ 
‡ 
‡ 
‡ 
‡ 
‡ 
‡ 
‡ 
‡ 
‡ 
‡ 
‡ 
‡ 

lokolnikov M.G. Abrazivnoe iznashivanie 
[Abrasive wear]. Moscow, Mashinostroenie, 
1990. 224 p. (In Russian) 

7. Lesser M.B., Field Y.E. The geometric 
wave theory of liquid impact. In: Proc. 6th Int. 
Conf. on Erosion by Liquid and Solid Impact, 
Cambridge, 5–8 Sept. 1983. P. 17/1–17/9. 

8. Lagerev A.V. Veroyatnostnaya teoriya 
mekhanicheskoy erozii [Probabilistic theory of 
mechanical erosion]. Moscow, Mashinostroe-
nie-1, 2004. 343 p.  
DOI: 10.5281/zenodo.1311851 (In Russian) 

9. Perelman R.G., Pryakhin V.V. Eroziya 
elementov parovykh turbin [Erosion of steam 
turbine elements]. Moscow, Energoatomizdat, 
1986. 184 p. (In Russian) 

10. Lagerev A.V. Eroziya parovykh turbin: 
veroyatnostnyy podkhod: v 3 t. Tom. 1. 
Veroyatnostnyy analiz erozii parovykh turbin  
[Erosion of steam turbines: a probabilistic ap-
proach: in 3 vol. Vol. 1. Probabilistic analysis 
of steam turbine erosion]. Moscow, Mashinos-
troenie-1, 2006. 267 p. DOI: 
10.5281/zenodo.1311894 (In Russian) 

11. Lagerev A.V. Eroziya parovykh turbin: 
veroyatnostnyy podkhod: v 3 t. Tom. 2. Predot-
vrashchenie erozii parovykh turbin  [Erosion 
of steam turbines: a probabilistic approach: in 
3 vol. Vol. 2. Probabilistic prediction of steam 
turbine erosion]. Moscow, Mashinostroenie-1, 
2006. 295 p. DOI: 10.5281/zenodo.1311903 
(In Russian) 

12. Lagerev A.V., Faddeev I.P. The con-
cept and promising directions of using the uni-
fied statistical theory of erosion of wet-steam 
turbines. Izvestiya RAN. Energetika, 1994, 
No.6, pp. 138–147. (In Russian) 

13. Faddeev I.P., Lagerev A.V., Yer-
molovich S.K. Effect of protective coating on 
the stressed state of the surface layer of turbine 
rotor blades. Fluid Mechanics. Soviet Research 
(Scripta Technica, USA), 1986, Vol.15, No.4, 
pp.128-130. 

14. Lagerev A.V. The stress state of protec-
tive coatings and surface layers of parts at ero-
sion and cavitation. Journal of Friction & 
Wear, 1992, Vol. 13, No. 5, pp. 66. 

15. Lagerev A.V. Eroziya parovykh turbin: 
veroyatnostnyy podkhod: v 3 t. Tom. 3. 
Veroyatnostnyy analiz erozii parovykh turbin  



         Научно-технический вестник Брянского государственного университета, 2026, №2                                             
Nauchno-tekhnicheskiy vestnik Bryanskogo gosudarstvennogo universiteta, 2026, No.2 

                                                                                                                          DOI: 10.22281/2413-9920-2026-12-02-120-135 
 

 135 

‡ 
‡ 
‡ 
‡ 
‡ 
‡ 

[Erosion of steam turbines: a probabilistic ap-
proach: in 3 vol. Vol. 3. Prevention of steam 
turbine erosion]. Moscow, Mashinostroenie-1, 
2006. 255 p. DOI: 10.5281/zenodo.1311907 
(In Russian) 

 
 

 



             Научно-технический вестник Брянского государственного университета, 2026, №2                                             
Nauchno-tekhnicheskiy vestnik Bryanskogo gosudarstvennogo universiteta, 2026, No.2 

                                                                                                                  DOI: 10.22281/2413-9920-2026-12-02-136-145 
 

 
 

136 

УДК (UDC) 625.08 
НАГРУЖЕННОСТЬ ОПОРНЫХ КАТКОВ ГУСЕНИЧНОГО ДВИЖИТЕЛЯ  

БУЛЬДОЗЕРА 
 

LOADING OF THE SUPPORT ROLLERS OF THE CRAWLER MOVER OF  
THE BULLDOZER 

 
Лесковец И. В.1, Бойко Г. В.2, Федин А. П.2 
Leskovets I. V. 1, Boyko G. V.2, Fedin A.P.2 

 
1 – Белорусско-Российский университет (Могилев, Беларусь) 

2 – Волгоградский государственный технический университет (Волгоград, Россия) 
1 – Belarusian-Russian University (Mogilev, Belarus) 

2 – Volgograd State Technical University (Volgograd, Russian Federation) 
 

Аннотация. В статье представлен анализ исследо-
ваний, посвященных определению сил, нагружающих 
элементы гусеничного движителя машин техниче-
ского сельскохозяйственного и военного назначения. 
Отмечается, что исследования последних лет на-
правлены на использование комплексного моделиро-
вания, позволяющего учитывать влияние систем и 
механизмов, оказывающих наиболее существенное 
влияние на исследуемый элемент. Авторами прове-
дены виртуальные эксперименты с моделированием 
режима копания грунта на основе использования 
имитационной модели. Полученные результаты 
позволили установить особенности нагружения 
отдельных катков, величины средних нагрузок и 
значения коэффициентов динамичности. Представ-
ленные результаты показывают важность этапа 
функционального проектрования, позволяющего без 
дорогостоящих экспериментальных исследований 
установить величины динамических нагрузок, дей-
ствующих на механизмы проектируемых машин. 
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Abstract. The article presents an analysis of studies de-
voted to the determination of forces loading the elements 
of the caterpillar propulsion of technical agricultural 
and military vehicles. It is noted that research in recent 
years has been aimed at using integrated modeling, 
which allows taking into account the influence of sys-
tems and mechanisms that have the most significant im-
pact on the element under study. The authors conducted 
virtual experiments with modeling the regime of soil 
digging based on the use of a simulation model. The 
results obtained made it possible to establish the loading 
characteristics of individual rollers, the values of aver-
age loads and the values of dynamic coefficients. The 
presented results show the importance of the functional 
design stage, which makes it possible to determine the 
values of dynamic loads acting on the mechanisms of the 
designed machines without expensive experimental stud-
ies.  

Ключевые слова: гусеничный бульдозер, гусеничный 
движитель, опорный каток. 
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Keywords: crawler bulldozer, crawler mover, roller 
bearing. 
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1. Введение 
 

Анализ современного состояния исследо-
ваний в области определения и прогнозиро-
вания нагрузок на опорные катки позволяет 
выявить основные тренды и технологические 
подходы, преобладающие в данной области. 

Одним из основных направлений являет-
ся переход от анализа работы отдельных ме-
ханизмов и систем к комплексному модели-
рованию на основании системного подхода. 
Авторы современных исследований перехо-
дят от упрощённых расчётных схем к созда-
нию высокодетализированных цифровых 
двойников. Фундаментальный обзор [1] оп-
ределяет общие направления, подчёркивая, 
что точная оценка нагрузок невозможна без 
учёта нелинейного взаимодействия в системе 
«движитель — подвеска — грунт». Это на-
правление реализуется через два основных 
взаимодополняющих подхода. Первый – это 
многомассовое динамическое моделирова-
ние (multi-body dynamic MBD), которое ста-
ло стандартом для анализа динамики маши-
ны в целом. Работы [2, 3] показывают при-
менение MBD для тяжёлой техники, в ом 
числе гусеничной, позволяя количественно 
связать микропрофиль пути и эксплуатаци-
онные режимы с амплитудно-частотными 
характеристиками нагрузок на катки. В рус-
скоязычных исследованиях аналогичный 
системный подход прослеживается в модели 
«трактор-грунт» [4] и в построении спектров 
циклических нагрузок на имитационной мо-
дели [5]. Второй подход – это углублённый 
анализ отдельных явлений и компонентов с 
помощью метода конечных элементов 
(МКЭ). В то время авторы [6] используют 
МКЭ для классического анализа напряжен-
но-деформированного состояния самого кат-
ка, наиболее прогрессивные работы интегри-
руют МКЭ (FEA) в системные расчёты. На-
пример, в исследованиях [7] применяется ко-
симуляция MBD-FEA для передачи динами-
ческих сил прямо в модель прочности крон-
штейна, а авторы [8] разрабатывают высоко-

точные нелинейные модели контакта для де-
тального изучения взаимодействия в паре 
«каток-гусеница». 

Во многом направления исследований 
определяются типами исследуемой техники, 
что определяет специфику нагрузочных ре-
жимов и приоритеты анализа. В области во-
енной и высокоскоростной техники исследо-
вания [9,10] фокусируются на экстремаль-
ных режимах, инерционных нагрузках при 
манёврах и усталостной долговечности в ус-
ловиях высоких динамических перегрузок. 
Аналогичный прикладной военный контекст, 
но с акцентом на экспериментальное опреде-
ление нагрузочных режимов, присутствует у 
авторов [11]. 

Для тяжёлых машин, таких как карьерные 
самосвалы и краны, критически важны мето-
дики измерения и учёт уникальных рабочих 
циклов. Исследования [12] предлагают мето-
дику натурных измерений для горного само-
свала. Авторы [13] исследуют актуальное 
направление адаптации методик для беспи-
лотных платформ, чьи алгоритмы управле-
ния формируют уникальный спектр нагру-
зок. Исследования в области сельскохозяй-
ственной техники, такие как работы [14, 4], 
сконцентрированы на взаимодействии с де-
формируемым грунтом. Их цель – не только 
анализ прочности, но и оптимизация энерго-
затрат и минимизация вредного уплотнения 
почвы, что позволяет рассмотреть в работе 
гусеничной техники экологические аспекты. 
Значительная часть публикаций посвящена 
не просто констатации нагрузок, а их ис-
пользованию для инженерных задач повы-
шения надёжности и эффективности. Важ-
ным инструментом становится построение и 
анализ спектров нагружения (блок-гисто-
грамм) [15, 5], что позволяет применять ме-
тоды расчёта усталости для прогнозной 
оценки долговечности. Работа [16] представ-
ляет полноценный цикл оптимизационного 
проектирования, где с помощью метода по-
верхности отклика (RSM) геометрия катка 
оптимизируется для снижения пиковых на-
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пряжений. Это напрямую соотносится с ре-
комендациями по оптимизации, которые да-
ют [6] на основе своего анализа МКЭ. 

Авторы исследований [13], предлагают 
диагностику усталости по кинематическим 
параметрам во время стендовых испытаний, 
что указывает на тренд перехода от конста-
тации разрушения к прогнозированию и мо-
ниторингу состояния узла. Наблюдается со-
ответствие между расчётными и экспери-
ментальными методами. Практически все 
авторы, предлагающие сложные модели 
подчёркивают необходимость их валидации 
натурными данными. Российский исследова-
тели делают значительный вклад в разработ-
ку методик таких экспериментов: Симонов 
[11, 12] детально описывают организацию 
полигонных испытаний и оснащение датчи-
ками массивных катков в жёстких условиях. 
Авторы [17] рассматривают методику расчё-
та для критического подшипникового узла, 
адаптируя общеинженерные стандарты к 
специфике гусеничного движителя. 

Анализ показывает, что современные ис-
следования нагрузок на опорные катки носят 
междисциплинарный характер [18 - 20], объ-
единяя теорию машинной динамики, меха-
ники грунтов, контактного взаимодействия и 
усталости материалов. Основным трендом 
является отказ от изолированного рассмот-
рения компонента в пользу его анализа как 
части сложной нелинейной системы «маши-
на-среда». Англоязычные публикации в 
большей степени ориентированы на фунда-
ментальные методологические разработки 
(модели контакта, оптимизационные алго-
ритмы) и анализ специфической техники 
(высокоскоростной, беспилотной). Русскоя-
зычные работы демонстрируют сильную 
прикладную направленность, глубокую про-
работку экспериментальных методик и фо-
кус на традиционных секторах — сельскохо-
зяйственном, карьерном и специальном (во-
енном) машиностроении. Проанализирован-
ные публикации взаимно дополняют друг 
друга, формируя комплексное представление 
о современных подходах к обеспечению 
прочности, долговечности и эффективности 
гусеничных движителей. 

  

2. Постановка задачи 
 

На стадии функционального проектиро-
вания гусеничных бульдозеров важной зада-
чей является определение нагрузок на опор-
ные катки машины с целью дальнейшего ис-
пользования результатов расчетов для опре-
деления прочности и надежности элементов 
ходового оборудования.  

 
2. Разработанные модели и методы 

 
Авторами предлагается использовать 

имитационную модель гусеничного бульдо-
зера для расчета характеристик подвесок при 
работе в режиме копания грунта. Имитаци-
онная модель основана на математической и 
динамической моделях, разработанных на 
основе системного подхода, который учиты-
вает опорную поверхность, разрабатывае-
мую среду, рабочее оборудование, раму, гу-
сеничный движитель, трансмиссию, двига-
тель и действия оператора. Динамическая 
модель, представляющая взаимодействие 
опорной поверхности с траками и опорными 
катками представлена на рис. 1. 

В локальной системе координат гусенич-
ного движителя каток может перемещаться 
только в вертикальном направлении, т.к. 
рассматривается свечная подвеска. Таким 
образом, перемещение катка рассматривает-
ся в направлении оси ординат в относитель-
ной системе координат движителя и описы-
вается уравнением 

2
k тк тк

к пр тк пр к пр к k
dy dy dym (С y r C L r m g )
dt dt dt

       , 

(1) 
где кm  – масса колеса; прС  – приведенный 
коэффициент жесткости трака и катка; ткy  
– взаимное перемещение трака и катка; прr  – 
приведенный коэффициент демпфирования 
трака и катка; прL  – величина деформации 
пружины подвески катка. 

На рис. 1 представлены: кC  – коэффици-
ент жесткости подвески катка; кr  – коэффи-
циент демпфирования подвески катка; кG  – 
сила тяжести катка; кR  – радиус катка; тркR  
– сила взаимодействия трака и катка; l  – 
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расстояние от центра тяжести трака до точки 
взаимодействия его с катком; l – длина тра-
ка; h – высота трака; тркG  – сила тяжести 
трака; трк к – угол наклона трака относи-
тельно локальной системы координат трака.  

 

 
Рис. 1 Динамическая модель опорного катка 

 
На основе математических моделей ме-

ханизмов и систем бульдозера авторами раз-
работана имитационная модель бульдозера в 
виде программного обеспечения, позволяю-
щая получить параметры и характеристики 
исследуемой машины с помощью имитации 
рабочего процесса.  

 
4. Результаты и их анализ 

 
В качестве модели для проведения вирту-

альных экспериментов принят прототип 
бульдозера массой 13 т. Количество опорных 
катков – пять, отсчет катков начинается сле-
ва в декартовой системе координат, расстоя-
ние между первым и вторым катками 0,58 м, 
вторым и третьим 0,68 м, третьим и четвер-
тым 0,54 м, четвертым и пятым 0,58 м диа-
метр опорного катка – 0,4 м, коэффициент 
жесткости подвески 80000 Н/м, коэффициент 
демпфирования подвески 8000 Н·м/с, длина 
пружины в свободном состоянии 0,4 м, ход 
пружины 0,2 м, длина пружины в механизме 
подвески 0,356 м, масса катка 64 кг, коэффи-

циент радиальной жесткости катка 200000 
Н·м, коэффициент демпфирования 2000 
Н·м/с. 

Вычислительный эксперимент проводил-
ся для режима копания грунта второй кате-
гории с параметрами: угол внутреннего тре-
ния 28о угол трения грунта по металлу 26о, 
угол наклона призмы волочения к горизонту 
35о, удельное сцепление грунта ненарушен-
ной структуры составляет 25 кПа, удельное 
сцепление грунта в призме волочения 0,2 
кПа, удельное сопротивление резанию 48 
кПа, плотность грунта на рабочем органе и в 
призме волочения 1200 кг/м3 Эксперименты 
проводились для толщин стружек 100, 150 и 
200 мм. 

Перед проведением вычислительного 
эксперимента программное обеспечение 
проводит расчет начальных параметров, ко-
торый включает выбор заранее определен-
ных механизмов и систем из соответствую-
щих база данных, формирование геометри-
ческих характеристик бульдозера, построе-
ние визуального изображения имитационной 
модели, формирование гусеничного обвода, 
определение начальных параметров подве-
сок опорных и поддерживающих катков, 
расчет натяжения гусеничного обвода, срав-
нение динамических параметров со статиче-
скими, определенными по известным, апро-
бированным статическим методикам, опре-
деление геометрических координат и угла 
стабилизации машины относительно гло-
бальной системы координат. 

Условия проведения экспериментов: по-
ложение рычага акселератора 80%, включена 
передача, соответствующая суммарному пе-
редаточному числу трансмиссии 175, время 
полного включения сцепления 1 с, после на-
чала движения бульдозер разгоняется до 
скорости 1 м/с, после чего начинается опус-
кание рабочего оборудования до образова-
ния заданной толщины стружки, призма во-
лочения набирается до полной высоты отва-
ла, копание продолжается в течение 10 с.  

Во время проведения экспериментов рас-
считывались характеристики сил возникаю-
щих на всех катках бульдозера. 

Полученные характеристики представле-
ны на рис. 2 - 4. На рис. 2 представлены ха-
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рактеристики сил, действующих в подвесках 
колес во время процесса копания при тол-
щине стружки 100 мм. 

Рис. 2. Характеристики сил, действующих в подвесках опорных катков при толщине 
стружки 100 мм 

 
Рис. 3 Характеристики сил, действующих в подвесках опорных катков при толщине 

стружки 150 мм 
 
Линией 1 отмечена характеристика сил на 

первом катке, линией 2 – на втором, 3- на 
третьем, для четвертого и пятого катков но-
мера линий соответствующие. 

Из рисунка видно, что силы, действую-
щие на катки, находятся в зависимости от 

времени копания, и соответственно, от высо-
ты призмы волочения.  

На катках с номерами один и два силы, 
действующие на катки, снижаются, т.к. во 
время копания в исследуемом режиме отвал 
бульдозера затягивается в грунт, и реакции 
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соответственно распределяются между кат-
ками, расположенными с противоположной 

стороны бульдозера.  
 

 

 
Рис. 4 Характеристики сил, действующих в подвесках опорных катков при толщине 

стружки 200 мм 
 

Аналогичные процессы происходят при 
копании грунта с толщинами стружек 150 и 
200 мм, результаты вычислительных экспе-
риментов с данными толщинами стружек 
представлены на рис. 3 и 4.  

Анализ рассмотренных экспериментов 
показывает, что во всех случаях нагрузки на 
ближний к отвалу каток увеличиваются во 
время транспортирования призмы волоче-
ния. Это говорит о том, что в процессе копа-
ния происходит самозатягивание отвала. Ве-
личины сил, нагружающих близлежащее к 
отвалу колесо, увеличиваются от 13 до 15,8 
кН в первом эксперименте, до 16,2 – во вто-
ром и третьем экспериментах.  

Во всех исследованных случаях наименее 
нагруженными являются первые и вторые 
катки, при отсчете слева в декартовой систе-
мы координат. Все катки испытывают дина-
мическое нагружение. В процессе движения 
бульдозера вместе с изменением средних ве-
личин сил, нагружающих катки, присутст-
вуют негармонические непериодические ко-

лебания. Каждый каток испытывает нагру-
жения индивидуального характера с разной 
амплитудой и периодами колебаний. При 
проведении конструкторских расчетов в 
данном случае можно использовать стати-
стические характеристики, в виде математи-
ческого ожидания и коэффициентов дина-
мичности.  

Статистические характеристики сил, на-
гружающих катки, представлены в табл. 1. 

Анализ результатов вычислительных экс-
периментов, представленных в табл. 1 пока-
зывает, что наибольшие нагружения испы-
тывают катки расположенные ближе к рабо-
чему оборудованию бульдозера. 

Наибольшие коэффициенты динамично-
сти приходятся на первый и последний катки.  

Катки, расположенные в середине опор-
ного контура, испытывают меньшие дина-
мические нагрузки. 
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Таблица 1 
Статистические параметры сил, нагружающих опорные катки 

Номер катка Параметр 
1 2 3 4 5 

толщина стружки 100 мм 
Максимум 15453,37 13578,72 13829,65 13662,12 16806,19 
Минимум 11037,24 10728,65 10414,80 10635,11 12121,95 
Среднее арифметическое 13312,95 12042,23 12512,51 12524,98 14308,18 
Коэффициент динамичности 1,40 1,27 1,33 1,28 1,39 
толщина стружки 150 мм 
Максимум 15726,49 13662,52 14093,07 14094,04 16859,81 
Минимум 10179,20 10357,82 10230,71 10590,66 12026,01 
Среднее арифметическое 12999,46 11948,47 12516,75 12647,52 14440,48 
Коэффициент динамичности 1,54 1,32 1,38 1,33 1,40 
толщина стружки 200 мм 
Максимум 15114,88 13609,79 13467,66 14034,90 16870,08 
Минимум 10729,28 10297,39 10049,62 10514,13 12012,76 
Среднее арифметическое 13131,64 11882,45 12485,75 12632,61 14447,09 
Коэффициент динамичности 1,41 1,32 1,34 1,33 1,40 

 
5. Заключение 

 
Проведенные исследования показывают, 

что определение на стадии функционального 
проектрования нагрузок на системы и меха-
низмы бульдозера, в том числе на опорные 
катки является важным этапом, предшест-
вующим расчетам на прочность, усталость и 
долговечность. Использование при расчетах 
сил, соответствующих статическому нагру-
жению не в полной мере отвечает реальным 
нагрузкам. Применение коэффициентов ди-
намичности также не в полной мере отвечает 
картине нагрузок на опорные катки, которая 
возникает в процессе копания грунта отва-
лом бульдозера. Имитационные эксперимен-
ты, моделирующие процесс копания грунта и 
учитывающие взаимодействие систем и ме-
ханизмов бульдозера, которые оказывают 
значительное влияние на выходные характе-
ристики машины, показывают, что опорные 
катки испытывают одинаковые по характеру, 
но разные по величине нагрузки. Катки, рас-
положенные ближе к рабочему оборудова-
нию, испытывают более высокие по средней 
величине, нагрузки, которые действуют с 
меньшими коэффициентами динамичности. 
Средние значения сил нагружения отлича-

ются в зависимости от расположения катков 
почти на 10%. Наибольшие нагружения ис-
пытывают катки, расположенные непосред-
ственно возле рабочего оборудования. На 
втором месте по величине нагружения нахо-
дятся катки, расположенные максимально 
далеко от рабочего оборудования. Т.е. самы-
ми нагруженными являются катки, располо-
женные по краям гусеничного обвода. Рас-
положенные в середине катки испытывают 
меньшие нагружения, причем меньшими яв-
ляются не только средние величины, но и 
коэффициенты динамичности. 

Третий и четвертый каток, которые рас-
положены в середине гусеничного обвода, 
нагружены примерно одинаково. Средние 
величины нагружающих эти катки реакций 
незначительно отличаются от статических 
нагрузок, а величины коэффициентов дина-
мичности изменяются от 1,28 до 1,33.  

Представленные результаты имеют инте-
рес для проектрования механизмов бульдо-
зера, т.к. необоснованное применение коэф-
фициентов динамичности может привести 
либо к недостаточной прочности проекти-
руемых конструкций, либо к необоснован-
ному увеличению массы механизмов, и, со-
ответственно, стоимости машин в целом. 
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Следует отметить, что конкретные вели-
чины средних и динамических нагружающих 
сил, полученных в результате проведенных 
экспериментов, в других случаях могут от-
личаться от полученных при использован-
ных при подготовке представленных мате-
риалов данных.  

Кроме выше сказанного представленные 
результаты представляют интерес, т.к. полу-

чены на основе имитационных эксперимен-
тов, что значительно сокращает стоимость 
проектирования, так как не требуют дорого-
стоящих практических экспериментов и тре-
буют значительно меньшего количества вре-
менных ресурсов, чем при эксперименталь-
ных исследованиях. 
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Аннотация. Условия ведения современных боевых 
действий формируют требования к применяемым и 
перспективным образцам техники. Одним из таких 
требований является высокий уровень подвижно-
сти на поле боя. Практическая польза данного спо-
соба защиты не вызывает сомнений, однако его 
теоретическая составляющая в настоящее время 
недостаточно развита. Известные на сегодняшний 
день методики оценки эффективности стрельбы по 
движущейся цели ограничены её скоростью движе-
ния до 25 км/ч. Возможности быстроходных гусе-
ничных и колёсных машин кратно превосходят это 
значение скорости. В связи с изложенным задача 
исследования влияния подвижности быстроходных 
машин на защищённость представляется актуаль-
ной. С целью анализа поставленной задачи в работе 
предложена классификация ошибок стрельбы с 
учётом движения цели. Уточнена модель определе-
ния ошибок при стрельбе по движущейся цели. Для 
оценки эффективности подвижности на защищён-
ность произведены расчеты ошибок стрельбы и 
определена вероятность попадания в цель первым 
выстрелом с применением данных из открытых 
источников для основных видов наземных неуправ-
ляемых противотанковых средств поражения. Та-
кими средствами являются современные орудия 
гусеничных машин и ручные противотанковые гра-
натомёты. В работе рассмотрены три основных 
направления движения цели во время боя. Получен-
ные результаты на базе усовершенствованной ме-
тодики подтверждают эффективность увеличения 
подвижных свойств колёсных и гусеничных машин, 
что способствует формированию критериев к 
обеспечению подвижности перспективных образцов 
техники. 
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Abstract. The conditions of modern warfare form the 
requirements for the used and promising models of 
equipment. One of these requirements is a high level of 
mobility on the battlefield. The practical benefits of this 
method of protection are beyond doubt, however, its 
theoretical component is currently insufficiently devel-
oped. Currently known methods for evaluating the effec-
tiveness of shooting at a moving target are limited to its 
speed of movement up to 25 km/h. The capabilities of 
high-speed tracked and wheeled vehicles exceed this 
speed value by several times. In connection with the 
above, the task of studying the effect of mobility of high-
speed vehicles on security seems relevant. In order to 
analyze the task, the paper proposes a classification of 
shooting errors based on target movement. The model 
for determining errors when shooting at a moving target 
has been refined. To assess the effectiveness of mobility 
on security, firing errors were calculated and the prob-
ability of hitting the target with the first shot was deter-
mined, taking into account data from open sources for 
the main types of ground-based unguided anti-tank 
weapons. Such tools include modern tracked vehicles 
and hand-held anti-tank grenade launchers. Three main 
directions of target movement during combat are con-
sidered. The improved technique and the results ob-
tained with its application confirm the effectiveness of 
increasing the mobility of wheeled and tracked vehicles, 
which contributes to the formation of requirements for 
ensuring the mobility of promising models of equipment. 

Ключевые слова: подвижность, защищённость, 
вероятность попадания, ошибки стрельбы,       
движущаяся цель. 
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1. Введение 

 
Непрерывное развитие средств пораже-

ния бронемашин обуславливает постоянную 
необходимость в поиске путей обеспечения 
защитных свойств боевых машин. Наиболее 
известными путями повышения защищённо-
сти гусеничных машин являются: развитие 
броневых материалов и увеличение толщины 
броневых преград [1], применение средств 
маскировки [2], использование динамиче-
ской защиты [3], оснащение машин комплек-
сом оптико-электронного подавления [4] и 
комплексом активной защиты [5]. Для каж-
дого из перечисленных способов повышения 
защищённости разработаны теоретические 
подходы, позволяющие оценить эффектив-
ность их применения [6]. 

 
2. Постановка задачи 

 
В последнее время, особенно по опыту 

специальной военной операции, возросло 
влияние подвижности, как фактора, оказы-
вающего влияние на защищённость. Значи-
мость этого фактора не вызывает сомнений, 
однако методы его оценки не развиты. В свя-
зи с этим целью настоящего исследования 
поставлена оценка влияния быстроходности 
цели на её защищённость от воздействия ос-
новных видов противотанковых неуправляе-
мых боеприпасов. 

Известно, что в процессе стрельбы из 
любого вида вооружений возникают случай-
ные ошибки [7], которые поддаются нор-

мальному закону распределения. Эти ошиб-
ки являются причиной отклонения снаряда 
от точки прицеливания. При ведении огня по 
движущейся цели возникают дополнитель-
ные ошибки стрельбы. На сегодняшний день 
получены значения ошибок стрельбы, огра-
ниченные скоростью цели до 25 км/ч [8]. 
Сравним ошибки стрельбы между непод-
вижной и движущейся целью для указанной 
скорости. Курсовой угол примем 45°. В ка-
честве орудия стрельбы зададимся данными 
современного образца 120-мм пушки гусе-
ничной машины со снарядом KE [9]. Даль-
ность стрельбы – 2000 м, что сопоставимо с 
дистанцией прямого выстрела. На примере 
суммарных отклонений представим данные 
как для глазомерного способа определения 
поправок на движение цели, так и с исполь-
зованием автоматизированной системы 
управления огнём (рис.1). 

Анализ данных рис. 1 подтверждает зна-
чимость влияния подвижности на защищён-
ность. В данном примере ошибки стрельбы 
по движущейся цели превышают более чем в 
полтора раза ошибки стрельбы по непод-
вижной цели. 

Предложенная ранее декомпозиция оши-
бок стрельбы не учитывает движение цели 
[10]. В связи с этим автор предлагает усо-
вершенствованную классификацию ошибок 
стрельбы из неподвижного источника пора-
жающего воздействия как по неподвижной 
цели, так и по движущейся. 
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Рис. 1. Диаграмма ошибок стрельбы 120-мм снарядом KE на дальности 2000 м по               

неподвижной и движущейся цели 
 

Большинство современных боевых ма-
шин оснащены автоматизированной систе-
мой управлений огнем. В связи с этим при-
менение глазомерного способа определения 
и внесения поправок на движение цели акту-
ально при выходе из строя автоматизирован-
ная система управления огнем, либо для дру-
гих видов противотанковых средств, таких 
как ручной противотанковый гранатомет. 
Определим относительные величины основ-
ных источников ошибок для стрельбы из 
120-мм пушки без применения автоматизи-
рованная система управления огнем. Рас-
смотрим случай неподвижной цели и дви-
жущейся по указанным ранее исходным 
данным. Представим суммарные отклонения 
и их составляющие в виде круговой диа-
граммы (рис. 2). Условные обозначения на 
рисунке: 

нyE  – срединная ошибка наведения 

по высоте при стрельбе с места по непод-
вижной цели; 

мбyE – срединная ошибка оп-
ределения и учёта поправок на отклонение 
метеобаллистических условий от нормаль-
ных по высоте; вВ  – срединное отклонение 
рассеивания снарядов по высоте; 

тyE  – сре-
динная ошибка технической подготовки по 
высоте; 

дyE  – срединная ошибка определе-
ния и учёта дальности до цели по высоте; 

ВИРyE  – срединная ошибка определения и 
назначения исходных установок на движение 

цели по высоте; 
ндyE  – срединная ошибка 

наведения по высоте при стрельбе с места по 
движущейся цели; yВ  – суммарное средин-
ное отклонение снарядов по высоте; 

дцyВ  – 

суммарное срединное отклонение при 
стрельбе по движущейся цели по высоте; 

нzE  – срединная ошибка наведения по боко-
вому направлению при стрельбе с места по 
неподвижной цели; 

крzE  – срединная ошибка 

определения и учёта поправок на крен ма-
шины по боковому направлению; бВ  – сре-
динное отклонение рассеивания снарядов по 
направлению; 

тzE  – срединная ошибка тех-
нической подготовки по боковому направле-
нию; 

мбzE  – срединная ошибка определения 
и учёта поправок на отклонение метеобалли-
стических условий от нормальных по высо-
те; 

ндzE  – срединная ошибка наведения по 
боковому направлению при стрельбе с места 
по движущейся цели; 

ВИНzE  – срединная 
ошибка определения и назначения исходных 
установок на движение цели по боковому 
направлению; zВ  – суммарное срединное 
отклонение снарядов по направлению; 

дцzВ  – 

суммарное срединное отклонение при 
стрельбе по движущейся цели по направле-
нию. 
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Рис. 2. Сравнительный анализ значений ошибок стрельбы при ведении огня как по  
неподвижной цели, так и по движущейся 120-мм снарядом KE на дальности 2000 м  

без использования автоматизированной системы управления огнём 
 

 
Рис. 3. Сравнительный анализ значений ошибок стрельбы при ведении огня как по             
неподвижной цели, так и по движущейся 120-мм снарядом KE на дальности 2000 м                

с применением автоматизированной системы управления огнём 
 

По аналогии с рис. 2 определим относи-
тельный вклад ошибок стрельбы в отклоне-
ние для гусеничных машин с автоматизиро-
ванная система управления огнем (рис. 3). 

Основной вклад в увеличение ошибок 
происходит за счёт ошибки, возникающей в 
процессе сопровождения цели (рис. 2). 
Ошибки, появляющиеся в результате опре-
деления и учёта величин поправок на движе-
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ние цели в боковом направлении также иг-
рают существенную роль. Сравнивая рис. 2 и 
рис. 3, видно перераспределение относи-
тельного вклада ошибок на отклонение 
стрельбы. Это достигается благодаря таким 
элементам автоматизированная система 
управления огнем, как лазерный дальномер, 
баллистический вычислитель, механизмы 
выработки поправок на движение самой ма-
шины Д  и на движение цели  , прицелы 
со стабилизированной линией прицеливания. 
Эти компоненты позволяют вести более точ-
ный огонь, значение суммарных ошибок 
снижается на 60% в сравнении с объектом 
без этой системы, что заметно из рис. 1. По-
лученные данные согласуются с работой 
[11]. Тем не менее, даже с применением ав-
томатизированная система управления ог-
нем, движение цели способствует увеличе-
нию отклонений боеприпаса, а значит позво-
ляет увеличить защищённость машины. 

Необходимо отметить, что эффект воз-
растания рассеивания снаряда от скорости 
движения цели по значениям ошибок 
стрельбы не дает полного ответа о влиянии 
на конечный результат оценки на защищён-
ность цели. Это связано с тем, что эллипс 
рассеивания снаряда необходимо сопостав-
лять с размерами проекции цели с учётом 
дальности ведения огня. В связи с этим при-
мем иной критерий  вероятность попада-
ния. В соответствии с основными положе-
ниями боевых наставлений стран НАТО вы-
двигается требование поражения цели пер-
вым выстрелом. Поэтому примем в качестве 
критерия оценки защищённости гусеничной 
машины вероятность попадания в цель пер-
вым выстрелом. Соответственно, чем ниже 
будет показатель вероятности попадания, 
тем выше уровень защищённости. Примем, 
что направление движения цели носит на-
ступательный характер. Тогда цель движется 
в пределах от фронтального до флангового 
направлений. Движение осуществляется на 
плоскости, без учёта естественного рельефа 
и заграждений. То есть цель открыта и нахо-
дится в поле видимости на протяжении всех 
этапов стрельбы. Средство поражения ведет 
огонь с места из неизменного местоположе-
ния. 

3. Математическая модель 
 

Согласно математической модели совре-
менной теории стрельбы [8] вероятность по-
падания в цель первым выстрелом P  опре-
деляется в виде приведенной функции Лап-
ласа )(  и записывается следующим обра-
зом: 


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,   (1) 

где бпВ  и впВ  – суммарные ошибки стрельбы 
по направлению и высоте соответственно; m  
– ширина видимого размера цели; цH  – вы-
сота цели; фK  – коэффициент фигурности 
цели. 

Формула (1) справедлива при стрельбе по 
настильной траектории. В случае ведения 
огня по навесной траектории пользуются ве-
личиной дальности поражаемого участка l и 
суммарными ошибками по дальности дпВ : 
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В общепринятой модели стрельбы приня-
ты допущения, упрощающие процесс опре-
деления и подготовки данных, необходимых 
при назначении исходных установок стрель-
бы. Это приемлемо в случае подготовки дан-
ных для ведения огня, но может привести к 
значимым ошибкам в случае анализа влия-
ния подвижности цели на её защищённость. 
В связи с вышесказанным авторы предлага-
ют уточнить и дополнить существующую 
модель стрельбы в части курсового угла, 
проекции цели, коэффициента фигурности, 
ошибок наведения и сопровождения цели/ 

 
3.1. Уточнение курсового угла 

 
При стрельбе по движущейся цели необ-

ходимо осуществлять вынос точки прицели-
вания по направлению движения цели. Дан-
ный процесс требует решения задачи встре-
чи снаряда с целью, что достигается опреде-
лением и учётом поправок на величину из-
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менения расстояния цВИР  и на величину 
изменения направления цВИН . Существую-
щая методика предполагает, что курсовой 
угол цели цq  неизменен с момента её обна-
ружения. Это не соответствует действитель-
ности и применимо только в случае фрон-
тального движения. В связи с этим возника-
ют противоречия в определении поправок на 
движение цели. Избежать этих противоречий 
поможет ввод дополнительной переменной, 
учитывающее изменение курсового угла це-
ли в момент совершения выстрела рq . 

 
3.2. Уточнение длины проекции цели 

 
Определение вероятности попадания в 

цель требует учёта её размеров. В классиче-
ской методике размер ширины цели m  учи-
тывается только в момент определения кур-
сового угла цели цq . В связи с этим формула 
определения величины видимого размера 
цели по ширине определяет ширину проек-
ции цели только в начальный момент подго-
товки к стрельбе. При стрельбе по непод-
вижной цели ширина m  не меняется. Однако 
при оценке ведения огня по движущейся це-
ли ширина видимого размера цели будет от-
личаться от исходной. Это означает, что ши-
рина проекции цели по отношению к навод-
чику может меняться в зависимости от фак-
тического курсового угла. Поэтому при оп-
ределении вероятности попадания необхо-
димо использовать размеры проекции цели в 
момент встречи снаряда с плоскостью цели. 
Для этого введем дополнительный параметр 
 курсовой угол в момент встречи снаряда с 
целью вq . Шириной цели является проекция 
длины объекта на вертикальную плоскость, 

цL . Схема определения цL  на виде сверху 
представлена на рис. 4. 

Как видно из рис. 4, длина проекции цели 
цL  определяется по отношению к наводчику 

и в случае движения цели она различна в ка-
ждый момент времени, даже при прямоли-
нейном движении цели. 

 

 
Рис. 4. Схема определения длины проекции 

цели 
 

3.3. Уточнение коэффициента фигурности 
 
При учёте фигурности цели, как правило, 

пользуются стандартными таблицами с кон-
кретными образцами техники. Однако пере-
чень объектов в этих таблицах весьма огра-
ничен и могут возникать ситуации, когда не-
обходимо определить коэффициент фигур-
ности фК  объекта. Кроме того, коэффициент 
фигурности зависит от ракурса цели. Однако 
в расчётах обычно применяют единый коэф-
фициент фигурности для всех углов встречи 
снаряда с целью, то есть не учитывается 
фактический курсовой угол цели в момент 
встречи со снарядом вq . Для определения 

фК  неизвестного объекта предлагается ис-
пользовать проекцию цели на основе трех-
мерной модели. Определение коэффициента 
фигурности рассчитывается отношением 
фактической площади цели к площади опи-
санного прямоугольника цели к в вертикаль-
ной плоскости (рис. 5). 

 

 
Рис. 5. Пример определения коэффициента 

фигурности 
 
Проведём вычисления для фронтального 

и флангового расположения гусеничной ма-
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шины, а также для курсового угла 45°. Полу-
ченные данные сведём в табл. 1. 
 

Таблица 1 
Коэффициент фигурности 

Значение курсового 
угла встречи вq  

Значение коэффици-
ента фигурности фК  

0  0,747 
45  0,790 
90  0,765 

 
Анализируя табл. 1, можно сделать вы-

вод, что различие коэффициентов фигурно-
сти для выбранной цели, составляет до 6%. 
Так как фактический курсовой угол в момент 
совмещения снаряда с целью будет отли-
чаться от курсового угла цq , а для каждого 
угла в отдельности определять коэффициент 
фигурности графическим способом нецеле-
сообразно ввиду малого различия значений 
коэффициента. В связи с этим предлагается 
ввести условие: 



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




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q
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Таким образом принятые в существую-
щей методике допущения о неизменном зна-
чении коэффициента фигурности цели могут 
приводить к погрешности свыше 5%. Учёт 
изменения фК  позволит повысить точность 
вычислений вероятности попадания. 

 
3.4. Уточнение ошибок наведения  

по неподвижной цели 
 
Существующая методика теории стрель-

бы не учитывает ошибки наведения при ве-
дении огня с места по неподвижной цели. В 
работе [8], посвящённой анализу ошибок 
стрельбы, отмечается, что при стрельбе с 
места по неподвижной цели ошибки наводки 
по высоте и направлению равны, соответст-
венно, 

1,0
нzE  т.д. и 1,0

нyE  т.д. 
Сравнивая эти срединные ошибки навод-

ки с величинами технического рассеивания 
бВ  и вВ , порядка 0,3 т.д., авторы заключают, 

что основной вес имеют ошибки, не завися-
щие от стрелка (наводчика, оператора). На 
основании этого делается вывод о том, что 
ошибками наводки можно пренебречь в свя-
зи с их малостью по отношению к техниче-
скому рассеиванию. Необходимо обратить 
внимание, что эти результаты получены на 
основании исследования стрельбы из 100-мм 
пушки. Однако проведенный в настоящем 
исследовании анализ показал, что в действи-
тельности этот вывод не всегда верен, тем 
более в случае применения более современ-
ного вооружения. В дополнение к этому це-
лесообразно отметить, что в связи с увели-
чением дальностей стрельбы, даже ошибку 
0,1 т.д. уже нельзя считать малой и пренеб-
регать её учётом, так как на дальностях пря-
мого выстрела бронебойным подкалиберным 
снарядом в абсолютных величинах эта 
ошибка составляет порядка 0,2 м на дистан-
ции 2000 м, что сопоставимо со значениями 
технического рассеивания современных 
ствольных орудий быстроходной гусеничной 
техники. 

 
3.5. Уточнение ошибок наведения  

по движущейся цели 
 
Математическая модель теории стрельбы 

предлагает использовать коэффициент уве-
личения рассеивания для учёта возрастания 
ошибок стрельбы по движущейся цели. Дан-
ный коэффициент применим к техническому 
рассеиванию снарядов. Получается, что 
движение цели влияет на параметры самого 
орудия. При стрельбе с места влияние пере-
численных факторов отсутствует. Воздейст-
вие на техническое рассеивание при неиз-
менном угле возвышения происходит, в ос-
новном, за счёт привода поворота башни и 
стабилизатора линии прицеливания. Основ-
ной причиной увеличения рассеивания сна-
рядов при стрельбе по движущейся цели яв-
ляется необходимость её сопровождения в 
процессе подготовки исходных данных для 
стрельбы. Это удержание производится на-
водчиком при помощи прицельного приспо-
собления, после чего данные поступают в 
баллистический вычислитель, либо сопро-
вождение цели учитывается глазомерно. 



             Научно-технический вестник Брянского государственного университета, 2026, №2                                             
Nauchno-tekhnicheskiy vestnik Bryanskogo gosudarstvennogo universiteta, 2026, No.2 

                                                                                                                  DOI: 10.22281/2413-9920-2026-12-02-146-159 
 

 
 

153 

На сегодняшний день значения коэффи-
циентов рассеивания приведены для скоро-
сти движения цели до 25 км/ч. Современные 
образцы бронированной техники способны 
значительно быстрее передвигаться. В неко-
торых работах говорится о необходимости 
увеличения скорости движения перспектив-
ных боевых машин до 160 км/ч [12]. Поэто-
му, чтобы определить возрастание ошибок 
удержания цели, необходимо их выразить 

через коэффициенты увеличения рассеива-
ния и аппроксимировать данные для скоро-
стей свыше 25 км/ч. Результаты такой ап-
проксимации линейной зависимостью при-
ведены в табл. 2, где y  ошибка сопровож-
дения и удержания цели на прицельной мар-
ке или центральном угольнике прицельного 
приспособления, а x  скорость движения 
цели. 

 
Таблица 2 

Результаты аппроксимации ошибок наведения 
цq  Ошибка наведения Выражение, т.д. Среднеквадратичная ошибка 

ндyE  xy 018,0  9408,02 R  0  

ндzE  xy 0294,0  9671,02 R  

ндyE  xy 0209,0  9599,02 R  45  

ндzE  xy 0371,0  9424,02 R  

ндyE  xy 0226,0  9505,02 R  90  

ндzE  xy 0446,0  9248,02 R  
 
Полученные данные позволяют учиты-

вать срединную ошибку наведения как 
функцию от скорости движения цели, т.е. 

)(VkE  . В данном случае k   линейный 
коэффициент. Аппроксимация зависимостей 
из табл. 2 позволит определить значение 

ошибки наведения по движущейся цели при 
заданном курсовом угле и фиксированной 
скорости движения цели, отличных от зна-
чений в таблице. Полученная трёхмерная по-
верхности ошибок представлена на рис. 6. 

 

 
а)        б) 

Рис. 6. Поверхность ошибок наведения по движущейся цели; 
а) по высоте; б) по направлению 

 
 

3.6. Анализ эффективности уточненной  
методики 

 

Определим разность вероятностей попа-
дания в цель первым выстрелом 120-мм сна-
рядом между усовершенствованной методи-
кой и методикой без доработок при глазо-
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мерном способе определения поправок на 
движение цели (рис. 7). Как видно из рис. 7, 
с возрастанием скорости движения цели на 
дальностях в пределах прямого выстрела 
имеются расхождения в результатах расчё-
тов вероятности попадания. При неподвиж-
ной цели расхождение минимально. С воз-
растанием скорости расхождение результа-
тов расчёта достигает значения более 16% на 

дальности 500 м при движении цели со ско-
рость 100 км/ч. С увеличением расстоянием 
до цели уменьшается расхождение в резуль-
татах расчёта. Таким образом, усовершенст-
вованная модель позволяет повысить точ-
ность вычислений, особенно при исследова-
нии влияния движения цели на её защищён-
ность. 

 

 
Рис. 7. Разность вероятностей попадания в цель при расчетах по усовершенствованной          

и существующей методикам на примере 120-мм снарядов: 
а) снаряд KE; б) снаряд MZ 

 
4. Результаты и их анализ 

 
С учётом доработанной методики опре-

делим влияние скорости на вероятность по-
падания в цель. В качестве орудия примем 
120-мм пушку западного образца [9, 13], а 
размеры цели аналогичные машине М1 Аб-
рамс. Рассмотрим попадание с учётом трех 
основных направлений движения цели, то 
есть при фланговом, фронтальном и косом 

направлениях. Скорость цели, с учётом воз-
можностей перспективных образцов техни-
ки, примем до 160 км/ч. 

Представим зависимость в виде )(VP , 
огонь ведется на трёх исходных дальностях 
1500 м, 2000 м и 2500 м, автоматизированная 
система управления огнем выключена или 
отсутствует, результаты отобразим на рис. 8. 
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Рис. 8. Зависимость вероятности попадания от скорости движения цели без использования 

автоматизированной системы управления огнём: 
а) снаряд KE; б) снаряд MZ 

 
Из рис. 8 видно, что вероятность попада-

ния кумулятивным снарядом MZ значитель-
но меньше в сравнении с бронебойным под-
калиберным KE. Данный факт известен и 
подтверждён на практике, а его физическая 
сущность объясняется относительно низкой 
начальной скоростью и высоким баллисти-
ческим коэффициентом [14].  

По принятым ранее исходным данным 
определим вероятность попадания при 

стрельбе с использованием автоматизиро-
ванной системой управления огнем. Полу-
ченные зависимости представим на рис. 9. 

Таким образом, результаты анализа пока-
зывают, что защитные свойства цели суще-
ственно повышаются при увеличении скоро-
сти движения. Этот тезис справедлив как при 
стрельбе с использованием автоматизиро-
ванных систем, так и без них. 
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Рис. 9. Зависимость вероятности попадания от скорости движения цели с учётом применения 

автоматизированной системы управления огнём: 
а) снаряд KE; б) снаряд MZ 

 
Применение ручных противотанковых 

гранатометов носит массовый характер в ви-
ду их распространенности, дешевизны, низ-
ких требований к квалификации стрелка. 
Главным недостатком гранатометов является 
небольшая дальность выстрела. Как правило, 
дальность стрельбы из ручного противотан-
кового гранатомета составляет порядка 300 
м. Это предположительно может привести к 
нивелированию возможности повышения 
защищённости за счёт подвижности цели. 
Исследуем этот вопрос. Рассмотрим влияние 
движения быстроходной гусеничной маши-
ны на эффективность попадания в него из 
гранатомета на примере данных в источни-
ках [15-17]. Результаты расчёта показаны на 
рис. 10. 

Полученные результаты свидетельствуют 
о том, что за счёт подвижности цели может 

быть снижена вероятность попадания в неё 
из ручного противотанкового гранатомета. 
Особенно это ярко проявляется, когда цель 
движется флангово. 

К неуправляемым сухопутным противо-
танковым средствам поражения, помимо 
рассмотренных ранее, можно отнести и са-
моходные артиллерийские установки. 
Стрельба из них преимущественно осущест-
вляется по навесной траектории. При расчёте 
эффективности следует применять выраже-
ние (2). Расчёт вероятности попадания дол-
жен происходить согласно теории стрельбы 
из наземной артиллерии [18, 19]. В этом слу-
чае появляются источники ошибок, прису-
щие данному способу ведения огня. Даже с 
учётом полной подготовки стрельбы вероят-
ность попадания в точечную цель крайне ма-
ла. 
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Рис. 10. Зависимость вероятности попадания от скорости движения цели при стрельбе из 

противотанкового гранатомета 
 
Это наглядно продемонстрировано зави-

симостью вероятности попадания от дально-
сти ведения огня по неподвижной цели на 
рис. 11. 

 

 
Рис. 11. Зависимость вероятности попадания 

от дальности ведения огня из  
артиллерийской системы в неподвижную 

цель при стрельбе непрямой наводкой 
 
Ввиду малого значения вероятности по-

падания точечным выстрелом, в артиллерии 
принято оценивать эффективность стрельбы 
нормой расхода снарядов. При этом обычно 
огонь ведется не по конкретной цели, а по 
скоплению целей или групповой цели. Огне-
вая задача решается, как правило, не оди-
ночным орудием, а подразделением. При 
этом в большинстве случаев поражение идет 
не за счёт точного попадания в технику, а за 
счёт осколочно-фугасного воздействия сна-

ряда. Для бронированных целей, при стрель-
бе 155-мм осколочно-фугасным снарядом, 
как правило, при разрыве ближе 10 м, цель 
считается поражённой. Поэтому эффектив-
ность стрельбы непрямой наводкой оценива-
ется по характеристикам площади пораже-
ния  накрытию цели. Ввиду этого, для по-
вышения защищённости цели требуется вы-
ход из зоны поражения за время полета сна-
ряда. Известно, что значения срединных 
ошибок при стрельбе из самоходных артил-
лерийских установок составляет порядка 1% 
от дальности стрельбы. По направлению это 
значение примерно равно 4 тысячных. Дан-
ные справедливы для полной подготовки 
стрельбы. Учёт огневого воздействия ос-
тальных орудий из батареи можно вести по-
средствам коэффициента рассеивания, кото-
рый возникает в результате пристрелки. Та-
ким образом, образуется зона поражения, 
выйдя за пределы которой снижается веро-
ятность попадания в цель. Исходя из этого, в 
первом приближении можно оценить влия-
ние движения цели на её защищённость че-
рез вероятность попадания в зону вокруг це-
ли. При увеличении скорости до допустимых 
значений для современных машин, даже при 
допущении о линейном законе увеличения 
ошибки, вероятность поражения ожидаемо 
снизится в два-три раза, а с учётом действия 
нормального закона, это приведёт к ещё 
большему уменьшению вероятности попада-
ния (поражения). Ещё сильнее это влияние 
проявится, если использовать маневрирова-
ние, т.к. в соответствии с рассмотренными 
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правилами стрельбы, подготовка исходных 
данных ведётся в предположении, что извес-
тен маршрут движения цели. 

Таким образом, подвижность образца по-
зволяет существенно снизить вероятность 
накрытия его огнём артиллерии. 

 
5. Заключение 

 
Предложенная усовершенствованная мо-

дель стрельбы позволяет повысить точность 
расчёта вероятности попадания по движу-
щимся целям. 

Подвижность цели существенно повыша-
ет её защищённость от всех видов наземных 

противотанковых средств при стрельбе не-
управляемыми боеприпасами. 

Основной вклад подвижности машины в 
повышение её защищённости вносится через 
увеличение ошибок стрельбы. То есть за счёт 
увеличения ошибок удержания цели в при-
цельном приспособлении и за счёт увеличе-
ния ошибок определения и назначения по-
правок на упреждение цели. Наиболее зна-
чительно влияние подвижности на защи-
щённость проявляется при фланговом дви-
жении цели. 
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МОДЕЛИРОВАНИЕ И ОПТИМИЗАЦИЯ СЕРВИСНЫХ ОПЕРАЦИЙ В  
БАНКОВСКОЙ СИСТЕМЕ НА ОСНОВЕ FLEXSIM 

 
SIMULATION AND OPTIMIZATION OF SERVICE OPERATIONS IN A BANKING 

SYSTEM BASED ON FLEXSIM 
 

Умека Б.Дж., Дагва И.М., Угеоке И.Б., Нурудин А.Х. 
Julius Bettluwhobel Umeka, Dagwa Ishaya Musa, Iyenagbe Benjamin Ugheoke,  

Abdulhakeem Hassan Nurudeen 
 

Университет Абуджи (Абуджа, Нигерия) 
University of Abuja (Abuja, Nigeria) 

 
Аннотация. В данном исследовании применяется 
метод моделирования для решения проблемы очере-
дей с целью повышения качества обслуживания в 
банковской системе Нигерии. Для исследования 
использовались данные, полученные в банке с 8:00 
до 16:00, которые были проанализированы с помо-
щью симуляционного моделирования FlexSim©. 
Результаты моделирования показывают, что исход-
ная модель отражает неэффективность работы бан-
ковских касс, поскольку сотрудники были перегру-
жены, а большинство клиентов оставались недо-
вольными. В исходной модели клиенты, обращаю-
щиеся к кассирам, находились в очереди около 3000 
секунд (50 минут), а клиенты, обращающиеся в 
службу поддержки клиентов, - около 2541,6 секунд 
(42 минуты). За период моделирования обе кассы 
обслужили 271 клиента. Эффективность работы 
персонала на кассах составила 79,62% и 79,79% со-
ответственно, а на кассах службы поддержки клиен-
тов - 99,28%, что свидетельствует о перегрузке пер-
сонала. Однако оптимизированный процесс органи-
зации очередей продемонстрировал улучшение про-
изводительности персонала и высокую удовлетво-
ренность клиентов. При добавлении еще одного со-
трудника на рабочее место в отделе обслуживания 
клиентов пропускная способность увеличилась до 
322 клиентов, а эффективность работы персонала 
составила 91,42% и 86,37% соответственно. Резуль-
таты оптимизированного процесса организации оче-
редей показывают лучшие показатели и должны 
быть внедрены в банке для повышения удовлетво-
ренности клиентов и эффективного управления пер-
соналом. 
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Abstract. This study applies a simulation approach to the 
queueing problem to improve service delivery of a bank-
ing system in Nigeria. The study adopted data obtained 
at the bank from 8:00 am to 4:00 pm which was ana-
lysed using FlexSim© simulation. The results of the 
simulation analysis show the initial model signifies how 
the bank counters were designed, which was not effi-
cient as workers were overworked, majority of custom-
ers were left unhappy and unsatisfied. The initial model 
had customers for teller services stay in queue for 
around 3000 seconds (50 minutes) while customers 
seeking the attention of customer service stayed around 
2541.6 seconds (42 minutes) in queues both the counters 
had a throughput of 271 customers attended to over the 
simulation period. Staff efficiency for the teller counter 
was 79.62 and 79.79% each and 99.28% for customer 
service, this signifies worker overload. However, the 
optimized queuing process showed improved perform-
ance of staff and high customer satisfaction with the 
addition of another staff to the customer service work-
station, the throughput capacity was increased to 322 
and staff efficiency of 91.42 and 86.37%. The results of 
the optimized queueing process show better perform-
ance and should be adopted and implemented in the 
bank for increased customer satisfaction and proper staff 
management. 

Ключевые слова: теория массового обслуживания, 
моделирование, оптимизация, FLEXSIM, банковское 
дело. 
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1. Introduction 
 

Banks are regarded as service facilities that 
provide financial and make contributions to the 
economy, they also play a crucial role on the 
mobilization of idle funds, aid in the implemen-
tation of Government monitoring funds [1]. 
There are many challenges faced by this system, 
in Nigeria with many related to service delivery, 
human resource management, inadequate tech-
nology innovation in operation services, poor 
corporate governance practices, reliance on pub-
lic sector funds [2]. In most banks in Nigeria, 
customers spend huge amounts of time in 
queues, and congestion in most bank branches 
which leads to customer dissatisfaction as well 
as loss of business opportunities [3].  

Queues are lines of people or objects waiting 
for services which operation managers use it as 
a tool to assess and manage waiting times 
through strategic approaches to reduce the time 
waiting line length, average waiting times [4]. 
Queueing theory models are vital to service and 
manufacturing industries; the service industry 
regards queues as customers waiting to be at-
tended to, the formation of queues is largely af-
fected by the speed of service delivery, fast 
queues do not easily form, but when services are 
slow queues are formed [5].  

Queuing theory is essential in evaluating 
system performance, customer volume within 
the system, customers in line, service utilization, 
response time, customer waiting time and sys-
tem idle time [6]. 

The expense of delivery and the expenses 
incurred when service is not provided are re-
garded as queuing concepts, therefore, man-

agement must provide services to attract and 
retain customers by prioritising effective and 
efficiency service that will guarantee customer 
satisfaction, reduced queues, waiting time costs 
etc. [7, 8].  

 
2. Literature Review 

 
A study was performed on queue analysis of 

public healthcare system to reduce waiting time 
using Flexsim 6.0 software, the research real-
ized that the long queues make patient’s waiting 
time large and service delivery to be very slow 
and stressful for patients. Therefore, a simula-
tion experiment was performed to develop an 
alternative solution. Before the simulation, the 
registration counter and other points were al-
most busy all the time, with utilization of 
96.56%, then the simulation results showed a 
decrease in waiting time of around 80% through 
the addition of resource personnel in the regis-
tration counter [9].  

Meanwhile, another study optimized queue 
system using line balancing method and Flex-
sim software. The results show that the initial 
path efficiency of 64.69% and 31 patients 
queueing, while the simulation results show that 
having an additional doctor also reduces queu-
ing of patients from 31 to 14 and an average 
path efficiency of 78.80% [10]. 

Madaline et al [1] applied queuing theory to 
improve service of a banking system in Laguna, 
Philippines. The bank had 2 operational count-
ers which had a significant difference between 
the waiting and service time when serving sen-
ior citizens in the system. However, the system's 
waiting, service and total time were determined 
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using ProModel 2016. The study recommended 
an additional counter for all transactions, reduc-
ing waiting time. Another study was also per-
formed on the optimization of foreground sup-
port facilities for commercial banks based on 
queuing theory, the scholars argued that the ad-
dition of ATM variables in the two banks as 
support facilities reduces the bank’s total costs 
and customer waiting costs [5].   

The aim of the study was to perform simula-
tion and optimization of a queue process in a 
service organization to increase service delivery 
and reduced worker overload using FlexSim. 

 
3. Methodology 

 
In this research work, data was gathered 

through the following ways: 
Physical counting of customers coming into 

the bank was collected for four weeks in one 

bank (i.e., one month) between 8:00 am to 4:00 
pm. Questionnaires were used. 200 question-
naires were administered and 180 respondents 
were received.  

  
3.1.|Simulation Modelling using FlexSim 
 
Flexsim software has distinguished itself 

from other simulation software companies as 
having an object-oriented environment that en-
ables the design of models, visualization and 
monitoring of flow processes with animation in 
2D and 3D [11]. 

 
3.2. Building the Simulation Model 

   
Simulation elements were added to the Flex-

sim© environment and parameters were set as 
shown in Table 1 and according to [12]. 

 
Table 1 

Summary of Model and System Elements used in the Simulation Environment 

Model Element System Element Description 
Source Customer entry point Arrival of customers at the banking hall. 
Queue Customers waiting point Point where customers queue in lines to be 

attended to 
Workers Staff Attending to customer needs 
Fixed Resources Workstations Customer service desks or tellers 
Task Executor Sets the queueing 

process
Executes how the queues move within the bank 

Sink Exit point Customer exit from the bank 
 

4. Results and Discussions 
 

4.1. Simulation Results Analysis 
 

The simulation model was set, objects were 
connected and the simulation time was set to 
28800 seconds, during the simulation period, 
staff, and workstations are connected as shown 
in Figure 1. 

The system throughput is shown in Figure 2, 
a careful observation could be seen that the cus-
tomer service agent could only process 79 cus-
tomer complaints, while Teller Services were 
able to process 190 requests and around 272 cus-

tomers were unattended to in a day. Out of 541 
people that entered the bank for various issues.  

Customer stay times on queue were meas-
ured, on average, customers that were for trans-
actions other than complaints spent around 3000 
seconds each with a maximum staytime period 
of 304.46 seconds while customers having com-
plaints on average spent 360.06 seconds with a 
maximum time of 364.07 seconds however the 
longest stay time for customers requiring the 
attention of customer service agent as recorded 
as 2541.6 seconds (42 minutes) with a maxi-
mum of 4883.74 seconds (81.5 minutes).  

The state of each workstation showed the per-
centage utilization of staff as shown in Figure 3. 
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Figure 1. Simulation model layout 

Figure 2. Throughput capacity of customer service agents 

Figure 3. System state of each agent 

From Figure 3, Teller1 had 79.62%, Teller 
Agent2 with 79.79%, Customer Service Agent1 
had 99.28% utilization which is too high for an 
employee to have such efficiency this will result 

in fatigue and employee demoralization as the 
work seems too tedious and unfavourable. 

The State Gantt Chart showed the worker 
activity from the opening hours to closing hours 
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shown in Figure 4, the system shows it is being 
fully utilized. 

The Stay time by the hour for the model 
shown in Figure 5 peak period from 10:00 AM 

to till closing period with so many customers in 
the queue. 

Figure 4. Employee Gantt chart 

Figure 5. Staytime by hour of customers 
 

4.2. Optimization of the Queuing Process 
 
The initial simulation results were not very 

effective as customers requiring attention were 

left mostly stranded, hence the need for optimi-
zation of the customer service section as shown 
in Figure 6. 

Figure 6. Optimized simulation model layout 
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Figure 6 shows the improvement in the 
queueing process with the addition of another 
workstation (Customer Service 2 and staff), then 
the simulation clock was reset and set to 28800 
seconds. The results obtained show the stay 
time on average for customers at the worksta-
tions was recorded as 300 seconds and a maxi-
mum of 305.59 seconds while customers need-
ing the attention of customer service agents 
spent on average 360.07 and 340.06 seconds. 

The maximum stay time for customers being 
attended to by the customer service agent was 
364.00 seconds. The maximum staytime period 
for customers in queue was 573.00 seconds 
while on average of 108.83 seconds was ob-
served. This showed a great improvement in the 
waiting period of customers from the initial 
model that on average a customer spent around 
2541.6 seconds with a maximum waiting period 
of 4883.74 seconds from the initial process.  

Figure 7. Customer staytime 
 

The throughput of staff also improved in the 
optimized process, with an increase in the num-
ber of treated customers from 72 customers in 
the initial model to 146 customers per day as 
shown in Figure 8. 

 
Figure 8. Throughput capacity 

The state of the system was also recorded in 
terms of the staff utilization efficiency and 
shown in Figure 9, from the Figure, it could be 
observed that the teller section remained un-
changed while the section requiring much atten-
tion was customer service which had an effi-
ciency of 91.42% and 86.37% respectively 
which is a decrease from the initial model that 
was 99.26%. 

The system staytime by hour showed the 
graph of peak periods of customers in the bank-
ing hall shown in Figure 10. 

 
 

Figure 9. State of customer service agents 
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Figure 10. Customer staytime by hour 
 

Figure 10, highlights the peak period show-
ing that from 10:00 AM to 1:00 PM is where 
customers are trooping into the bank and queues 
are formed in the system each with different de-
sired service to be delivered.  

 
5. Conclusions 

 
At the end of the study, the results obtained 

from the simulation exercise of the improve-
ment of a queue process in the banking hall in 
Nigeria were based on the objectives of the 
study to use simulation analysis to improve the 
queuing problem in a banking hall, the simula-

tion analysis results from the initial model 
showed worker overload with utilization of cus-
tomer service reaching 99.26% and only 79 cus-
tomers were responded to. However, the opti-
mization layout was done with an introduction 
of another customer service agent which further 
improved the state of the system recorded in 
terms of the staff utilization efficiency of the 
customer service agent which had an efficiency 
of 91.42% and 86.37% respectively and over 
322 customers were attended to, therefore, the 
optimized queuing process layout should be 
adopted and implemented to improve customer 
satisfaction and staff management.  
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