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Аннотация. Землеройно-транспортные машины 
успешно применяются как на объектах, имеющих 
небольшой объем земляных работ, так и крупных 
стройках, где они являются основными машинами 
для разработки и перемещения значительных объе-
мов грунта. Повышение производительности и эф-
фективности бульдозеров может быть достигну-
то за счет полного использования их энергетиче-
ских показателей. В статье представлена разра-
ботка комплексной математической модели взаи-
модействия рабочего органа бульдозера с грунтом. 
Модель интегрирует статический и динамический 
(реологический) аспекты этого взаимодействия, 
что позволяет более точно рассчитывать силы 
резания, перемещения призмы волочения и силы от-
пора грунта. Полученные зависимости позволяют 
наиболее полно описать процесс разработки и 
транспортировки грунта отвалом бульдозера. Рас-
смотрены уравнения для определения горизонталь-
ной и вертикальной составляющих сил резания (на 
основе методики К.А. Артемьева), сил перемещения 
грунта (с использованием уравнения В.Я. Дворков-
ского) и сил, возникающих при заглублении отвала. 
Предложено рекуррентное выражение для расчета 
объема призмы волочения с учетом потерь грунта. 
Разработанная модель является инструментом для 
решения задач проектирования гидропривода, сис-
темы управления, анализа динамических нагрузок в 
трансмиссии и моделирования работы бульдозера в 
различных условиях.  
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Abstract. Earthmoving equipment is successfully used 
both at small-scale excavation sites and at large con-
struction sites. They are the primary machines for exca-
vating and moving significant volumes of soil. Increased 
productivity and efficiency of bulldozers can be achieved 
by fully utilizing their energy performance. The article 
presents the development of a comprehensive mathe-
matical model for the interaction of a bulldozer's work-
ing element with soil. The model integrates the static 
and dynamic (rheological) aspects of this interaction. 
This allows for more accurate calculations of cutting 
forces, drag prism displacements, and soil resistance 
forces. The obtained dependencies allow us to most fully 
describe the process of soil development and transporta-
tion by a bulldozer blade. The equations for determining 
the horizontal and vertical components of cutting forces 
(based on the method of K.A. Artemyev), soil movement 
forces (using the equation of V.Ya. Dvorkovsky) and 
forces arising during deepening of the dump are consid-
ered. A recurrent expression is proposed for calculating 
the volume of a drag prism taking into account soil 
losses. The developed model is a tool for solving prob-
lems of designing a hydraulic drive, a control system, 
analyzing dynamic loads in the transmission, and simu-
lating the operation of a bulldozer under various condi-
tions. 
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1. Введение 
 

Бульдозер является очень распростра-
ненной специализированной техникой, ко-
торая необходима в различных отраслях, 
если необходимо вести разработку и пла-
нировку грунта. Значительное количество 
научных работ посвящено исследованию 
геометрии рабочего органа и ее влияние на 
производительность бульдозера [1-4]. В 
этих работах анализируется влияние пара-
метров отвала на эффективность разработ-
ки и транспортировки грунта. Другие ис-
следователи [5-7] изучают вопрос экономи-
ческой эффективности применения бульдо-
зера в различных условиях работы и необ-
ходимость его правильной эксплуатации 
при разработке грунта. Отдельное направ-
ление исследований посвящено борьбе с 
налипанием грунта на отвал бульдозера [4, 
8]. Авторы предлагают средства для устра-
нения этого негативного явления для по-
вышения производительности машины. 
Также уделяется внимание моделированию 
рабочего процесса бульдозера [9]. Авторы 
разработали программный модуль для ин-
теграции модели бульдозера при разработ-
ке выемки земляного полотна. В работах 
[10, 11] анализируются отечественные мо-
дели бульдозеров и получен критерий эф-
фективности для рабочего процесса буль-
дозера с неповоротным отвалом. 

Эффективность и надежность работы 
землеройно-транспортных машин, в част-
ности бульдозеров, в значительной степе-
ни определяются процессами взаимодей-

ствия их рабочего органа с разрабатывае-
мым грунтом. Грунт в процессе копания 
служит основным источником возмущаю-
щих воздействий на трансмиссию, двига-
тель и систему управления машиной, а 
также источником усилий, преодолевае-
мых гидроприводом. 

Без глубокого понимания закономерно-
стей этого взаимодействия невозможно 
корректно рассчитать ключевые парамет-
ры гидропривода, подобрать систему 
управления, изучить режимы работы дви-
гателя и определить динамические нагруз-
ки в элементах трансмиссии. Учет данного 
взаимодействия является обязательным 
условием при создании адекватных имита-
ционных моделей бульдозера. 

 
2. Постановка задачи 

 
Целью данной работы является синтез 

полной математической модели системы 
«Рабочий орган – грунт», объединяющей 
оба подхода и предоставляющей инстру-
мент для комплексного расчета всех ос-
новных сил сопротивления при работе 
бульдозера. 

 
3. Основная часть 

 
Грунт в процессе копания бульдозером 

является основным источником возмуще-
ний, действующих на трансмиссию, двига-
тель и систему управления машиной, а 
также основным источником усилий, пре-
одолеваемых гидроприводом [12]. Рассчи-
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тать основные параметры гидропривода, 
подобрать необходимую систему управле-
ния, изучить режимы работы двигателя, 
определить основные динамические на-
грузки, действующие в отдельных элемен-
тах трансмиссии, невозможно без знания 
основных закономерностей взаимодейст-
вия рабочего органа с разрабатываемым 
грунтом. Учет этого взаимодействия необ-
ходим и при моделировании бульдозера, 
если моделирование предлагает решение 
вышеприведенных задач.  

В общем случае взаимодействие рабо-
чего органа землеройно-транспортной ма-
шины с грунтом можно определить сле-
дующей схемой (рис.1), разделенный ус-
ловно на две модели: статическую с опера-
тором R и динамическую с оператором W 
(P). В качестве входных возмущений сис-
темы служат физико-механические пара-
метры грунта  iy  и jy , геометрические 
характеристики рабочего органа и процес-
са резания kQ , кинематические величины 
процесса резания k .  

 
Рис. 1. Схема взаимодействия рабочего  

органа бульдозера с грунтом 
 
Оператор R статической модели преоб-

разует геометрические характеристики 
процесса резания, физико-механические 
параметры грунта, а также скорость агре-
гата ,ax  в силы резания стружки ножом  и 
перемещения призмы волочения. 

Входным воздействием динамической (в 
механике грунтов – реологической) модели 
служит функция от перемещения земле-
ройной машины, ее производных и време-
ни, вместе с динамическими характеристи-
ками грунта: коэффициентами динамиче-

ской вязкости и упругости. Данная модель 
позволяет учитывать как упругие, так и 
вязко-пластичные свойства грунта и иссле-
довать изменение напряженного состояния 
грунта в функции времени (рис. 2). 

Рис. 2. Реологическая модель Кельвина 
 
Операторы R и W (P) динамической 

системы преобразуют входные возмуще-
ния в силы резания F. Последние действу-
ют на динамическую систему землеройно-
транспортная машина, которая вызывает 
изменение переменных k  и kQ : 

   iaaakka ytxxxWYQxRF );,,,(;);( 21    , (1) 
где ax – путь движения бульдозера; ,ax ax  
– соответственно скорость агрегата и ус-
корение;

 
t  – время. 

Таким образом, процесс формирования 
сил резания можно рассматривать как реа-
лизацию динамической системы с обрат-
ными связями входных возмущений.  

Количество и состав входных возмуще-
ний iy  системы «Рабочий орган – грунт» 
определяется методом отыскания операто-
ра R . 

При использовании методов статики 
сыпучих сред входными возмущениями 
являются углы трения, сжимаемость и 
удельный вес грунта, связь между ними 
будет определяться по существующим 
экспериментальным или аналитическим 
зависимостям механики грунтов. 

Количество и состав параметров kQ  
обуславливаются геометрией рабочего ор-
гана и условиями резания: угол резания, 
толщина срезаемой стружки и т.д. 

Состав возмущений iy  зависит в об-
щем случае от вида принятой реологиче-
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ской модели грунта и для данного типа 
грунта не меняется  с течением времени.  

Показатели физико-механических 
свойств различных грунтов  после разру-
шения в значительной степени уравнива-
ются. В частности, после превращения 
грунта в однородную массу грунт теряет 
способность сцепляться, и возникает воз-
можность рассматривать грунт призмы во-
лочения как среду, близкую к идеальной 
сыпучей. Поэтому силы сопротивления 
перемещения призмы следует рассматри-
вать как силы отпора сыпучего тела. Как 
было показано, наиболее верным аналити-
ческим методом определения этих сил яв-
ляется метод предельного равновесия сы-
пучей среды. Схема действия сил на рабо-
чий орган бульдозера показана на рис. 3. 

 

 
Рис. 3. Схема действия сил на отвал  

бульдозера 
 

Уравнения, полученные К.А. Артемье-
вым, должны быть дополнены уравнения-
ми, определяющими силы перемещения 
призмы грунта и движения стружки от-
вальной поверхности. Поэтому в полную 
математическую модель взаимодействия 
рабочего органа бульдозера с грунтом не-
обходимо включить следующие уравнения:  

1. Уравнения К.А. Артемьева для го-
ризонтальной и вертикальной составляю-
щих сил резания с учетом затупления ножа 
и пригруза от веса призмы грунта: 





   ctghcctghchghkBctgxtgFr 101011

2
11 )

2
()1(

;)
2

( 202022
2
22 



   ctghcctghchghkB

         (2) 





  


 ctghcctghchghkBtgctgFb 101011

2
11 )

2
()(

,)
2

( 202022
2
22 



  


 ctghcctghchghkBtg

       (3) 
где 21,hh  – соответственно толщина струж-
ки и высота площадки затупления (рис. 3); 

21, gg  – пригрузы от веса призмы, соответ-
ственно на основную грань и грань затуп-
ления, зависимые от толщины стружки и 
параметров грунта; 21,kk  – аналитические 
коэффициенты, зависящие от углов , . 

2. Уравнение В.Я. Дворковского [13] 
для сил перемещения призмы грунта и 
движения стружки по отвальной поверх-
ности с учетом ее изгиба и всестороннего 
сжатия:  

   sincos)(1 AtgtgtgVF ПРПР

),cos(sin)(    tge tg   (4) 
где A  – коэффициент, зависящий от 
свойств грунта и угла резания: 

.
2

cos/
2

sin  
A   (5) 

где  – коэффициент, зависящий от разме-
ров отвала: 

.
3
1cosarcsin

R
H

  (6) 

В настоящее время имеется значитель-
ное число выражений, описывающих про-
цесс изменения объема призмы грунта, ко-
паемого бульдозером. Для упрощения рас-
четов объема призмы предлагается ис-
пользовать следующее рекурентное выра-
жение: 

        ),( 1
11 i

nni
i
СТР

i
ПР VklBhV  



           (7) 

где i  – 0,1,2….; i
ПРV  – объем призмы, рас-

считанный на i -ой итерации; B  – ширина 
рабочего органа; СТРh  – толщина срезаемой 
стружки; nк  – коэффициент потерь грунта, 
зависимый от вида проводимых работ и 
свойств грунта; il  путь, пройденный буль-
дозером на i -ой итерации.  

Коэффициент nк  зависит от свойств 
грунта: 

для связных грунтов   0,025…0,032; 
для несвязных грунтов    0,06…0,07. 



             Научно-технический вестник Брянского государственного университета, 2026, №1                                             
Nauchno-tekhnicheskiy vestnik Bryanskogo gosudarstvennogo universiteta, 2026, No.1 

                                                                                                                  DOI: 10.22281/2413-9920-2026-12-01-55-62 
 

 
 

59 

На объем призмы, рассчитанный по 
формуле (7), должно быть наложено огра-
ничение, связанное с размерами рабочего 
органа и типом разрабатываемого грунта: 

,
2

)( 2
max1

ПР

СТР
ПР

i
ПР K

hHBVV 
       (8) 

где ПРK  – коэффициент, зависящий от ха-
рактера грунта. 

Величина о
ПРV  может принимать нуле-

вое значение при рассмотрении процесса 
набора грунта и max

ПРПР VV  , когда рассмат-
ривается процесс транспортирования.  

Кроме сил, возникающих от срезания 
стружки и перемещения призмы волоче-
ния, а рабочий орган бульдозера действует 
сила, находящаяся в зависимости от ин-
тенсивности заглубления отвала в грунт.  

Если учесть, что силы отпора грунта 
имеют  то же происхождение, что и реоло-
гические силы, так как возникают от сня-
тия грунта нижней кромки отвала, то по-
является возможность определить их в 
функции от модуля упругости грунта.  

Представим силу отпора в следующем 
виде: 

,BdF zo    (9) 
где z  – напряжение, действующее на эле-
ментарную площадку грунта; d  – ширина 
площадки, воздействующего на грунт 
штампа.  

В нашем случае d  представляет собой 
ширину нижней поверхности отвала, непо-
средственно соприкасающуюся с грунтом, 
которая зависит от траектории заглубления 
рабочего органа к горизонту.  

Напряжение z  можно выразить через 
коэффициент сжатия и глубину погруже-
ния ножа бульдозера: 

,Zczz     (10) 
где zc  – коэффициент упругого равномер-
ного сжатия.  

Если представить траекторию заглубле-
ния состоящей из элементарных ступенек, 
горизонтальный участок которых пропор-
ционален скорости перемещения машины, 
а вертикальный участок – скорости пере-
мещения отвала (скорости управления), 
можно записать соотношение 

.


 ydZ     (11) 

С учетом  (10) и (11) выражение для силы 
отпора грунта будут иметь вид:  

.2


 y

zo BdcF     (11) 

Коэффициент упругого равномерного 
сжатия определяется по известным форму-
лам для смещений жесткого прямоуголь-
ного штампа, расположенного по поверх-
ности упругого пространства:  

,1
1 2 S

ExC zz 





  (13) 

где zz  – коэффициент, зависящий от соот-
ношения сторон штампа;   – коэффици-
ент Пуассона; S – площадь штампа.  

Подставляя выражение (13) в формулу 
(12), учитывая, что BdS  , избавляясь от 
иррациональности в знаменателе выраже-
ния (13), получим: 

.
1

3
2





y

z BdExF


   (14) 

Чтобы выражение (14) не теряло физиче-
ского смысла при изменении скоростей y  
и  , на величину oF  должны быть нало-
жены следующие ограничения: при ,0y  

00 F . 
Отрицательные значения y  соответст-

вует отрыву рабочего органа от поверхно-
сти грунта.  

Передаточная функция модели Кельви-
на при подаче на вход звена перемещения 
будет иметь вид: 

,
)(
)()( PR

PX
PFPW    (15) 

где
dx
dP   – оператор дифференцирова-

ния; R – коэффициент жесткости грунта;  
 – коэффициент вязкости.  

Таким образом, в результате анализа и 
исследований разработана полная матема-
тическая модель « Рабочий орган-грунт». 



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2
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;)
2

( 2022
2
22 



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 ctghchghkB
  (16) 
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6. Обсуждение и выводы 

 
1. В результате проведенного анализа 

и исследований разработана комплексная 
математическая модель взаимодействия 
рабочего органа бульдозера с грунтом, ко-
торая рассматривает процесс как динами-
ческую систему с обратными связями. Мо-
дель интегрирует статический и реологи-
ческий подходы, что позволяет учесть как 
мгновенные силовые воздействия, так и их 
изменение во времени. 

2. Предложенная модель включает в 
себя систему уравнений для расчета: 

- горизонтальной и вертикальной со-
ставляющих сил резания, основанных на 
уравнениях К.А. Артемьева с учетом зату-
пления ножа; 

- силы перемещения призмы волочения 
по модифицированной методике В.Я. 
Дворковского; 

- силы отпора грунта при заглублении 
отвала, выраженной через модуль упруго-
сти грунта и кинематические параметры 
движения машины и рабочего органа; 

- объема призмы волочения с использо-
ванием рекуррентной формулы, учиты-
вающей потери грунта. 

3. Модель является замкнутой: рас-
считанные силы воздействуют на динами-
ческую систему «бульдозер», вызывая из-
менение кинематических параметров и 
геометрических характеристик резания, 
которые, в свою очередь, являются вход-
ными параметрами для самой модели. 

Разработанный математический аппарат 
предоставляет основу для решения широ-
кого круга практических задач, включая 
проектирование и оптимизацию систем 
управления, гидропривода, анализ дина-
мических нагрузок и создание высокоточ-
ных имитационных моделей бульдозеров 
для виртуальных испытаний и прогнози-
рования их производительности. 
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