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Аннотация. Статья посвящена исследованиям ки-
нематики в области прецессирующих зубчатых пе-
редач. Перечислены возможные способы генерации 
прецессии на основе исследования патентной базы. 
Определено место таких передач в линейке редук-
торов с зубчатыми передачами в одну ступень. Пе-
речислены преимущества планетарных прецесси-
рующих передач с центральным опорным кониче-
ским зубчатым колесом над прецессирующими пе-
редачами с опорным цилиндрическим зубчатым ко-
лесом. Обоснована необходимость развития пере-
дач первого типа. В статье кратко описана модель 
передачи с цилиндро-коническим зацеплением и 
принципы её построения. Для передач с опорным 
коническим зубчатым колесом подробно изложена и 
графически проиллюстрирована методика выбора и 
построения математической модели для описания 
движения. Выведены закономерности изменения 
углов Эйлера и построена система уравнений дви-
жения точек, принадлежащих прецессирующему 
колесу. Построены пространственные траектории 
точек для структурных исполнений передачи вида 
2K-H и K-H-V. На основании обнаруженных законов 
движения проанализирована возможность прогно-
зирования параметров разрабатываемой передачи. 
Выявлено условие, обеспечивающее кинематическую 
точность и плавность работы звеньев для передачи 
структурного исполнения 2K-H. Также исследова-
лось влияние угла нутации на габариты редуктора. 
Определена оптимальная разница между числом 
зубьев сателлита и опорного колеса для минимиза-
ции размеров всех звеньев. Обоснован выбор про-
стых ограничителей вращения для передач вида 
K-H-V, таких как пальцы, скользящие в прямолиней-
ных пазах корпуса редуктора. Полученные уравне-
ния движения позволят моделировать на ЭВМ зуб-
чатые профили с цилиндро-коническим или внут-
ренним коническим зацеплением, предложить тех-
нологические операции для зубообработки требуе-
мых профилей. 
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Abstract. The article talks about research on the kine-
matics of precessing gears. The possible ways of preces-
sion generation based on the patent database are listed. 
A range of gearboxes with single-stage gears has been 
defined. The advantages of planetary precessing gears 
with a central wheel with a circular gear ring on the 
support plane over precessing gears with a cylindrical 
gear profile of the central wheel are listed. The necessity 
of the first type of transmission is substantiated. The 
article briefly describes the transmission model with a 
conical-cylindrical gear. For gears with a gear profile 
on the support plane, the method of constructing a 
mathematical model is described in detail and illus-
trated. The changes of the Euler angles are found and 
the system of equations of motion of the satellite points 
is constructed. Trajectories of points for 2K-H and K-H-
V transmissions are constructed. Based on these equa-
tions, the transmission parameters are analyzed. The 
kinematic condition for 2K-H transmission has been 
found. Also, the effect of the nutation angle on the size 
was investigated. The optimal difference between the 
number of gearteeth of the satellite and the fixed wheel 
has been determined to minimize the size. The choice of 
rotation limiters for K-H-V gears, such as fingers sliding 
in grooves, is justified. The error caused by the devia-
tion of the real finger trajectory from the theoretical is 
calculated. These equations will help to make gears with 
a conical-cylindrical or internal conical crown on a 
computer, and offer technology for creating profiles. 
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1.  Введение 

Планетарные конические зубчатые пере-
дачи с прецессирующими сателлитами допус-
тимо называть планетарной прецессионной 
(прецессирующей) передачей или просто 
прецессирующей  передачей. Прецессирую-
щие передачи – это механические передачи, в 
которых применяется генератор прецессии. 
Прецессирующее движение сателлита заклю-
чается в том, что во время работы редуктора 
ось симметрии сателлита пересекает ось 
входного вала под некоторым углом нутации. 

Наиболее распространённым в патентной 
базе способом генерирования прецессирую-
щих колебаний является вращение кривоши-
па на входном валу [1-6]. Также существуют 
варианты задания прецессионного движения 
воздействием торцевых [7] или пространст-
венных кулачков [8], двумя разнонаправлен-
ными цилиндрическими эксцентриками [9]. 

Генератор прецессии задаёт перемещение 
только для оси сателлита. Прецессирующее 
колесо может вращаться за счёт зацепления с 
неподвижным зубчатым венцом или совер-
шать прецессирующие колебания без враще-
ния. 

Необходимо определить место прецесси-
рующих передач в линейке редукторов, ши-
роко используемых в промышленности. За 
основной параметр, как базовый при опреде-
лении, принимается «одноступенчатость» 
зубчатой передачи. За параметр, опреде-
ляющий место в линейке, принимается пере-
даточное отношение (число) зубчатой пере-
дачи. Тогда места распределятся в следую-
щем порядке: 

а)   до 5-6 – простые цилиндрические и 
конические; 

б)   до 10-15 – планетарные классические; 
в)   до 20-30 – червячные; 
г)   до 40-50 – эксцентриковые; 
д)   до 100-150 – волновые; 
е)   от 25-30 до 400 – прецессирующие. 
Конструктивная реализация двухступен-

чатого прецессионного редуктора [1] по га-
баритам практически не отличается от одно-
ступенчатого, а это позволяет повышать пе-
редаточное отношение до 10 000 и больше. 

Прецессирующие технологии глубоко 
внедрились во многие отрасли промышлен-
ности. Согласно [10]: «Планетарная прецес-
сионная передача нашла свое практическое 
применение в конструкции приводов кон-
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тактных разъединителей на электрифициро-
ванных участках Белорусской железной до-
роги, в приводе строительно-отделочных (за-
глаживающих бетон) машин СО-170, в при-
воде шнековых конвейеров в сельском хо-
зяйстве, в приводе установки нория, предна-
значенной для вертикального транспорта 
сыпучих материалов, в конструкции лебедок 
для проведения аварийно-спасательных, 
сельскохозяйственных и ремонтных работ». 

Одни из первых наработок в этой области 
относятся к трудам учёных из Ленинградско-
го института точной механики и оптики, Ле-
нинградского политехнического института 
им. Калинина и Ленинградского военно-
механического института. В настоящее вре-
мя прецессирующие передачи имеют широ-
кую теоретическую базу. Исследования ве-
дутся сразу по нескольким направлениям. 
Выделяются три научных школы, занимаю-
щихся различными вопросами, связанными с 
прецессирующими передачами. 

Школа, созданная учёными из Техниче-
ского университета Молдовы [1, 6, 8, 11], 
рассматривает прецессирующие передачи с 
промежуточными телами качения и некото-
рые зубчатые передачи. Их характерной осо-
бенностью является наличие центрального 
колеса с круговым зубчатым венцом на 
опорной плоскости или внешней конической 
поверхности (для схемы 2K-H). Зубчатый 
профиль сателлита для них находится на 
внешней или внутренней конической по-
верхности. Исследования, которые ппрово-
дятся в Тюменском Индустриальном Уни-
верситете, а также в этой статье, продолжа-
ют развитие тематики кишинёвской школы. 

Основу для исследований научной школы 
Южно-Уральского государственного уни-
верситета составляют передачи с централь-
ным колесом, где зубчатый профиль нахо-
дится на внутренней цилиндрической по-
верхности, а сателлит – на конической. Рас-
сматриваются способы получения эволь-
вентных и неэвольвентных профилей, на-
пример в работах [12, 13]. В Ижевском госу-
дарственном техническом университете им. 
Калашникова есть свои наработки по этому 
направлению [9]. 

Белорусская школа планетарных прецес-
сионных передач представлена трудами учё-
ных из Белорусского национального техни-
ческого университета и Белорусско-
Российского университета [10, 14-17]. В ра-
ботах также изучаются передачи с централь-
ным колесом, имеющим зубчатый профиль 
на внутренней цилиндрической поверхности. 
Акцент исследований ставится на упрощение 
структурных схем передач, уменьшение их 
габаритных размеров и повышение техноло-
гичности изготовления. 

2. Постановка задачи исследования 

На рис. 1 показан вариант технического 
воплощения прецессирующего редуктора, 
предложенного В.М. Артеменко [2]. Как от-
мечается в [3], такая структурная схема по-
зволяет имитировать в прецессирующей 
двухступенчатой передаче одноступенча-
тость. 

Прецессирующие передачи, в которых 
используется сателлит с зубчатым венцом на 
конической поверхности, обладают многозу-
бым зацеплением сателлита и опорного ко-
леса. Такая конфигурация имеет большой 
коэффициент перекрытия, обеспечивают вы-
сокую кинематическую точность и плав-
ность работы. Но сателлиты с коническим 
зубчатым профилем (рис. 2) имеют сущест-
венный недостаток: они сложны в изготов-
лении и, как следствие, имеют высокую 
стоимость. По этой причине они не получи-
ли такого широкого распространения, как 
передачи с цилиндрическим зубчатым вен-
цом. Несмотря на то, что в работах [11] рас-
сматриваются уравнения поверхности зубча-
тых профилей или профилей, контактирую-
щих с роликами, для конических сателлитов, 
описание модели движения и математиче-
ский вывод этих зависимостей в статьях 
опущен. 

Целью исследования является построение 
математической модели и расчёт траектории 
точек на поверхности сателлита. При этом 
описание, использованное для сателлита с 
цилиндрическим зубчатым венцом, не под-
ходит для рассматриваемой задачи. В дис-
сертации [14] проводится анализ и доказыва- 
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а) 
 

 
б) 

Рис. 1. Передачи вида 2K-H:  
а – чертёж; б – структурная схема 

(1 – корпус;  2 – выходной вал; 3; 5; 8; 13 – 
подшипники;  4 – входной вал;  

6 – прецессирующий сателлит; 7 – генератор 
прецессии (кривошипная втулка);  
9 – выходное коническое колесо;  
10 – опорное коническое колесо;  

11 – кулачковый диск;  12 – диафрагма) 
 

 
Рис. 2. Вариант двухвенцового конического 

сателлита 

ется, что для минимизации механических 
потерь и габаритов редуктора необходимо 
расположить точку пересечения оси входно-
го вала и оси прецессирующего колеса вне 
центра сателлита на определённом расстоя-
нии. Такую схему движения можно предста-
вить в виде «юлы», которая касается боком 
пола и вращается относительно своего осно-
вания. 

Прецессирующие передачи с коническим 
зацеплением избавлены от проблемы потерь 
механической мощностей и больших габари-
тов, связанных и входом, и выходом при со-
пряжении контактирующих зубьев. Поэтому 
в [1-9] предлагается размещать точку пере-
сечения осей входного вала и сателлита в 
геометрическом центре прецессирующего 
колеса. Модель движения сателлита таких 
передач схожа с прецессией «монеты», со-
вершающей колебания на плоскости. 

3. Уравнения движения 

3.1. Общие принципы построения               
математической модели 

Прецессирующие колебания традиционно 
характеризуют при помощи трёх углов Эй-
лера и трёх угловых скоростей [18] (рис.3): 

  – угол собственного вращения; 
  – угол прецессии; 
 – угол нутации; 





   – угловая скорость собственного 
вращения или ротации; 





   – угловая скорость прецессии; 





   – угловая скорость нутации. 

 
Рис. 3. Углы Эйлера 
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Система координат XYZ  неподвижна, 
плоскость XOY  назовём экваториальной. 
Система ''' ZYX  жёстко связана с зубчатым 
колесом. Она совершает сложное враща-
тельное движение, положение точки O не 
меняется в пространстве. Тогда плоскость 

''OYX  будет являться прецессирующей 
плоскостью. 

Углы Эйлера позволяют связать коорди-
наты точки в подвижной системе ''' ZYX  и 
неподвижной XYZ путём последовательных 
поворотов по трём углам: прецессии  , ну-
тации , собственного вращения  . Пре-
цессирующая плоскость пересекается с эква-
ториальной плоскостью по прямой OK . Это 
линия узлов. Прямые 'OK  и ''OK  – это пря-
мые, перпендикулярные линии узлов OK  и 
принадлежащие прецессирующей плоскости 
и экваториальной плоскости соответственно. 

Угол собственного вращения   отсчиты-
вается на прецессирующей плоскости  от лу-
ча OK  до оси 'OX  движущейся системы ко-
ординат. Угловая скорость ротации   ха-
рактеризует вращение подвижной системы 
координат ''' ZYX  или прецессирующей 
плоскости ''OYX  относительно оси 'OZ , то 
есть вращение сателлита относительно своей 
оси симметрии. 

Угол прецессии   измеряется в эквато-
риальной плоскости между осью OX  непод-
вижной системы координат и линией узлов 
OK . Скорость прецессии   описывает по-
ворот прецессирующей плоскости относи-
тельно оси OZ  неподвижной системы коор-
динат – оси входного вала.  

Угол нутации  определяется, как угол 
между осями OZ  и 'OZ  неподвижной и под-
вижной системы координат или угол между 
экваториальной плоскостью и прецесси-
рующей плоскостью. Угловая скорость ну-
тации   характеризует вращательное дви-
жение тела относительно оси, проходящей 
через прямую OK . 

Положение точки M  в подвижной сис-
теме координат ''' ZYX  в общем случае 
описывается при помощи трёх проекций. Так 
как сателлит – можно считать симметрич-
ным телом, то в задаче рассматриваются 

только две проекции: проекция радиус-
вектора OM  на ось 'OX  равна a  и проекция 
OM  на ось 'OZ  равна b  (рис.4, а). Описание 
кинематики движения сводится к уравнению 
траектории одной точки на поверхности 
прецессирующего колеса, так как все точки 
на поверхности движутся по одному закону, 
но с разными начальными фазами. 
 

 
а) 

 
б) 

Рис. 4. Проекции радиус-вектора OM : 
а – проекции a  и b  подвижной системы       

координат; б – проекции векторов a  и b  на 
оси неподвижной системы координат 

Выделяются два вида планетарных пре-
цессирующих передач: 2K-H и K-H-V [14, 
15]. Траектория движения сателлита для ка-
ждого из них будет различной. Сначала рас-
смотрим передачу вида 2K-H. Её структур-
ная схема представлена на рис. 1, б. Во вре-
мя движения сателлит 6 сопрягается с двумя 
зубчатыми венцами: неподвижной поверхно-
стью опорного колеса 10 и вращающимся 
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зубчатым колесом 9, связанным с выходным 
валом 2. 

Спроецировать положение точки ),( baM  
на оси неподвижной системы координат 
можно при помощи направляющих косину-
сов в три этапа: 

1.1. Спроецировать вектор a  на линию 
узлов OK  и на линию 'OK , перпендикуляр-
ную OK , лежащую в прецессирующей 
плоскости; 

1.2. Полученную проекцию на прямую 
'OK  спроецировать на линию ''OK  и OZ ; 
1.3. Полученные проекции на прямые 

OK  и ''OK  спроецировать на оси OXY ; 
2.1. Спроецировать вектор b  на ось OZ и 

линию ''OK ; 
2.2. Полученную проекцию на прямую 
''OK  спроецировать на оси OX и OY  непод-

вижной системы координат; 
3. Сложить проекции векторов a  и b  на 

оси OX , OY  и OZ . 
Так выводятся формулы для координат 

точки ),( baM  через углы 
Эйлера (рис. 4, б): 























.cossinsin
,cossin

)coscossinsin(cos
,sinsin

)cossinsincos(cos

baz
b

ay
b

ax

 (1) 
 

Для того, чтобы получить из выражения 
(1) уравнение движения, нужно выразить уг-
лы через одну независимую переменную – 
время t :

 












).(
),(
),(

tzz
tyy
txx

 

Необходимо выяснить, как будет менять-
ся каждый из углов Эйлера в зависимости от 
t . Составим уравнения )(t , )(t , 

)(t . Проследим за движением колеса и 
изменением углов Эйлера в прецессирующей 
передаче. 

 
 

3.2. Траектория для передачи 2K-H 

Радиус опорного (неподвижного) колеса 
ограничен и не позволяет прецессирующему 
колесу перейти в горизонтальное положение, 

угловая скорость 0


 , угол  остаёт-
ся постоянным. Поэтому величины sin  и 

cos  уравнения (1) также являются кон-
стантами. 

Вращение в передаче происходит с по-
стоянной угловой скоростью ротации   и 
прецессии  . Угол прецессии можно счи-
тать основным, так как прецессионное дви-
жение плоскости задаёт ведущий вал. Угол 
  определяется, как 0)(  tt  . На-
чальная фаза 0 принимается нулевой. Закон 
движения входного звена tt  )( . 
 

 

а) 

 
б) 

Рис. 5. Модель сателлита в виде кругового 
цилиндра: а – аксонометрия; б – сечение в 

точке контакта M  
 

Пусть R  – это радиус прецессирующего 
колеса, а h –  его толщина (рис. 5). Если вы-
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брать точку M  окружности основания ци-

линдра: 





 

2
, hRM , то длина радиус-вектора 

OM  выражается, как  
4

2
2 hROM   или 

cos
ROM  , 

R
h

2
arctg . Прецессирую-

щее колесо перекатывается по опорному ко-
лесу постоянного радиуса 




cos
)cos()cos( 

 ROMMS .  

Пусть на начальной фазе 0  в момент 
времени 0t  оси OX , 'OX  и линия узлов 
OK совпадали, а касание звеньев проходило 

в точке 0M  прецессирующего колеса (рис. 6, 
а). Она контактировала с опорным в точке 
N  и совпадала с ней. Затем, при повороте 
прямой OK  прецессирующего круга на угол 
 относительно OX , точка касания )(tM  
переместилась вместе с линией 'OK  на тот 
же угол: MSN . На рис. 6, б показано, 
как сателлит перекатился по опорному коле-
су на угол 90. При этом видно, что при по-
вороте  в положительном направлении (по 
часовой стрелке), прецессирующая плос-
кость и расположенная на ней точка )(tM  
должна переместиться на угол  в противо-
положном направлении (против часовой 
стрелки):  0MOM . 

 

 
а) б) 

Рис. 6. Перемещение сателлита: а – точка контакта )(tM  в начальный момент времени; 
б – углы MSN  и 0MFM  

Так как сателлит вращается без проскаль-
зывания, то расстояния по окружностям от 
точки )(tM  до точки 0M  и от )(tM  до N  в 
любое время t равны друг другу. Обозначим 
длины дуг 0MM  и MN , как 

0lMM
и lMN

. 

ll MNMM 
0

. (2) 
Если взять угол  в радианах, то длина 

дуги lMN
определяется, как произведение уг-

ла, который она заключает, на радиус опор-
ного колеса MS : 

tRtMSlMN 


 



cos
)cos()( . 

Длина дуги 0MM  выражается через про-
изведение её угла на радиус прецессирующе-
го колеса )(0

0
 RMOMRlMM

. Из 

выражения (2) следует: 

tRR 


 



cos
)cos()( ;

t


 



cos
)cos( .

 
Таким образом, если подставить в урав-

нение (1) функции: t


 



cos
)cos( , 

t  , const , то получится парамет-
рическое уравнение траектории от перемен-
ной t : 
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



















 


















 







 


















 







 









.cossin
cos

)cos(sin

),cos(sincos)cos(
cos

)cos(sin)sin(
cos

)cos(cos

),sin(sincos)sin(
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

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На рис. 7 показаны траектории двух то-
чек, расположенных на нижней кромке са-

теллита 





 

2
hb  имеющего толщину 

Rh 2,0  и расположенных на расстоянии R  
и R8,0  от начала координат. 

 
а) б) 

Рис. 7. Траектория точек для передачи 2K-H: а – Θ = 20; б – Θ = 10 
 

 
а) б) 

Рис. 8. Передачи вида K-H-V: а – чертёж; б – структурная схема 
1 – корпус;  2 – ведомый вал; 3 – цевочное коническое колесо; 4 – подшипники;  5 – цевки; 

6 – зубчатый сателлит; 7 – кривошип; 8 – ведущий вал; 9 – ролик; 10 – палец 
 

3.3. Траектория для передачи K-H-V 

Вариант такой передачи с цевочным за-
цеплением [4] представлен на рис. 8. На 
адаптированной для передачи структурной 

схеме [5] цевочный венец показан зубчатым 
(рис 8, б). 

В большинстве предложенных исполне-
ний K-H-V передач сателлит не может вра-
щаться вокруг собственной оси. В качестве 
ограничителей могут выступать пальцы, 
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скользящие в пазах корпуса редуктора [4, 5] 
или зубчатые муфты с бочкообразным про-
филем зубьев [6]. 

Для математического вывода уравнений 
движения произведём тот же расчёт, что для 
передач 2K-H: воспользуемся уравнениями 
проекций радиус-вектора OM  (1), и уравне-
ниями для углов прецессии и нута-
ции: t  , const . Характер движения 
прецессирующего колеса отличается от пре-
дыдущей схемы, поэтому закон изменения 
угла ротации )(t  будет другим. При 
той же частоте колебаний )(t сателлит 
прецессирует без вращения относительно 
своей собственной оси. При каждом новом 
обороте генератора прецессии в контакте бу-
дут находиться те же точки, что и на преды-
дущих оборотах. Траектория должна быть 
замкнутой за период обращения 2 . Это 
значит, что угловая скорость ротации  от-

личается от скорости ротации в расчёте для 
2K-H. Поэтому длины дуг 

0lMM
и lMN

 не рав-
ны. Пусть они отличаются в некоторый ко-
эффициент k : ll MNMM

k 
0

. 

tRlMN 
 



cos
)cos( , )(

0
 RlMM

, 

)(
cos

)cos(



  RtRk 


 . Тогда угол 

собственного вращения определяется, как 

tk 
 



cos
)cos( . 

Если теперь подставить функции 

tk 
 



cos
)cos( , t  , const  в 

выражение (1), то получится уравнение дви-
жения такое же, как и в первой задаче, но с 
некоторым коэффициентом k : 
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Для того, чтобы траектория замыкалась 
за период 2t  необходимо, чтобы коэф-

фициент k  был равен 
)cos(

cos





. 

Таким образом, уравнение движения 
имеет вид: 
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Если принять 0b , то проекцию траек-
тории (3) на плоскость XOY  можно преоб-
разовать к виду: 

2
22

2
2

2
sin

2
cos 






 







 

 ayax .  

Это уравнение окружности (рис. 9а) с 

центром в точке 





  0;0;

2
cos2a  и радиусом 

2
sin 2 a . Подробный вывод этих уравнений 

представлен в Приложении А. 
Так как проекция траектории (3) на плос-

кость XOY  является окружностью, то сле-
довательно, уравнение движения (3) является 
линией пересечения сферы и прямого круго-
вого цилиндра (рис. 9, б). Частный случай 
этой кривой при радиусе цилиндра равном 

половине радиуса сферы, то есть при 
2
 , 

называется кривой Вивиани [19]. 
 

4. Практическое исследование уравнений 
движения 

Рассмотрим траекторию точки на сател-
лите для передачи 2K-H (рис. 8). В отличие 
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от использованной математической модели в 
виде цилиндра, перекатывающегося по 
опорной плоскости, реальные прецессирую-
щее и опорное колёса имеют зубчатый про-
филь. Это условие можно адаптировать для 
модели, добавив требование на точку кон-
такта в определённом месте – выступах или 
впадинах зубьев опорного колеса. 

 

 

а) 

 

б) 

Рис. 9. Траектория точки для передачи 
K-H-V: а – вид сверху; б – аксонометрия 

 
Для рассматриваемой траектории будут 

справедливы те же утверждения, что и для 
траектории эксцентриковой передачи – ги-
поциклоиды. Гипоциклоида будет замкну-
той, если отношение радиуса неподвижной 
окружности к радиусу подвижной можно 
представить в виде рациональной дроби. Для 

прецессирующей передачи это требование 
преобразуется к виду: 






cos
)cos(cos

)cos(







a

a

OF
SM , 

где 
R
h

2
arctg .  

В общем случае, значения функций 
)cos(   и cos  являются действитель-

ными числами. Угол  полностью определя-
ется геометрией сателлита, а значит, для 
плавности работы передачи требуется под-
бирать строго определённые числа угла  . 

Отношение радиусов можно заменить на 
отношение длин окружностей или отноше-
ние чисел зубьев на опорном и прецесси-
рующем колёсах. Для минимизации габари-
тов передачи требуется уменьшать угол  . 
При этом увеличивается количество точек 
опорной окружности (рис. 7), где происходит 
контакт с прецессирующим колесом и, соот-
ветственно, число зубьев на ней. Целесооб-
разно использовать сателлит, количество 
зубьев которого на 1 больше, чем у опорного 
колеса. 

Теперь проанализируем передачу K-H-V. 
В авторских свидетельствах [4, 5] использу-
ются ограничительные пальцы. На рис. 7, б 
видно, что точка на сателлите описывает 
«восьмёрку» на поверхности сферы. Следо-
вательно, для обеспечения плавности хода 
требуется, чтобы палец перемещался по пазу 
той же формы. Однако, выполнить паз в виде 
сферической «восьмёрки» и проконтролиро-
вать движение пальца по нему крайне слож-
но. Поэтому, в силу того, что в планетарных 
прецессирующих передачах углы нутации 
невелики (до 10˚), движение пальцев предла-
гается ограничивать прямолинейными паза-
ми. При этом для крайнего значения угла 

 10  отношение радиуса цилиндра к ра-
диусу сферы, которую он пересекает, со-
ставляет всего 0,0076. Это значит, что для 
сателлита радиусом 300R  мм и толщиной 

50h  мм максимальное отклонение от пря-
молинейной траектории паза составит 2,3 
мм, чем, в некоторых случаях, можно пре-
небречь. Зубчатая муфта позволяет реализо-
вать более точную кинематику передачи. 
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Если дополнить компьютерные програм-
мы, использованные в статье [16], то мето-
дом последовательных положений, можно 
сформировать зубчатый профиль, который 
обеспечит плавность и точность передачи. 

5. Заключение 

В ходе исследования было проанализиро-
вано множество вариантов планетарных 
прецессирующих передач. Классифицирова-
ны способы генерации прецессирующих ко-
лебаний. 

Для конфигураций вида 2K-H и K-H-V 
подробно изложена методика построения 
модели передачи и математического вывода 
закона движения характерных точек. Полу-
чены уравнения траектории. 

Были проанализированы уравнения дви-
жения характерных точек и выявлено требо-
вание для определения угла нутации, обес-
печивающего кинематическую точность пе-
редачи. Обоснован выбор сателлита с числом 
зубьев на 1 больше, чем у опорного колеса. 

Полученные уравнения траектории, при 
помощи метода последовательных положе-
ний, позволят смоделировать зубчатый про-
филь передач вида 2K-H и K-H-V. Созданная 
электронная модель позволит детальнее изу-
чить процесс работы всех звеньев, их техни-
ческие характеристики и подобрать техноло-
гические операции для его реализации. 

Проделанные исследования помогут за-
полнить на рынке редукторостроения нишу, 
где востребованы передаточные отношения 
(числа) примерно 40-400. 

Приложение А 

Для того, чтобы спроецировать уравнение 
движения (3) на плоскость XOY  и убедить-
ся, что траектория является линией пересе-
чения кругового цилиндра и сферы, потребу-
ется выполнить ряд математических преоб-
разований. Уравнение проекции на плос-
кость обладает только двумя координатами: 
x  и y . Координата 0z . В таком случае 
равнение (3) примет следующий вид: 
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Уравнение окружности выводится при 

условии 0b : 
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Из второй строки системы (4) выражает-

ся:


 cos1
2)2sin(

a
yt  и по основному 

тригонометрическому тождеству приводится 
к виду (5): 

22

2

)cos1(
41)2cos(


 a

yt . (5) 
 

Первую строку системы (4) можно пре-
образовать, воспользовавшись формулой по-
нижения степени, а затем подставить в неё 
выражение (5): 

),cos)(sin)((cos 22   ttax   
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Последняя формула является уравнением 
окружности  с центром в точке 







  0;

2
cos;0 2a  и радиусом 

2
sin 2 a . 
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