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УДК (UDC) 621.833 

РАСЧЁТ И АНАЛИЗ ТРАЕКТОРИЙ ХАРАКТЕРНЫХ ТОЧЕК ДЛЯ 
ПЛАНЕТАРНЫХ КОНИЧЕСКИХ ПЕРЕДАЧ С ПРЕЦЕССИРУЮЩИМИ 

САТЕЛЛИТАМИ 

CALCULATION AND ANALYSIS OF CHARACTERISTIC POINT TRAJECTORIES 
FOR PLANETARY BEVEL GEARS WITH PRECESSING SATELLITES 

 
Винник П.М., Кудрявцев А.В., Петухов-Покровский Р.А. 
Vinnik P.M., Kudryavtsev A.V., Petukhov-Pokrovsky R.A. 

 
Балтийский государственный технический университет «ВОЕНМЕХ» им. Д.Ф. Устинова 

(Санкт-Петербург, Россия) 
Baltic State Technical University "VOENMEH" named after D.F. Ustinov (St. Petersburg, Russian Federation) 

 
Аннотация. Статья посвящена исследованиям ки-
нематики в области прецессирующих зубчатых пе-
редач. Перечислены возможные способы генерации 
прецессии на основе исследования патентной базы. 
Определено место таких передач в линейке редук-
торов с зубчатыми передачами в одну ступень. Пе-
речислены преимущества планетарных прецесси-
рующих передач с центральным опорным кониче-
ским зубчатым колесом над прецессирующими пе-
редачами с опорным цилиндрическим зубчатым ко-
лесом. Обоснована необходимость развития пере-
дач первого типа. В статье кратко описана модель 
передачи с цилиндро-коническим зацеплением и 
принципы её построения. Для передач с опорным 
коническим зубчатым колесом подробно изложена и 
графически проиллюстрирована методика выбора и 
построения математической модели для описания 
движения. Выведены закономерности изменения 
углов Эйлера и построена система уравнений дви-
жения точек, принадлежащих прецессирующему 
колесу. Построены пространственные траектории 
точек для структурных исполнений передачи вида 
2K-H и K-H-V. На основании обнаруженных законов 
движения проанализирована возможность прогно-
зирования параметров разрабатываемой передачи. 
Выявлено условие, обеспечивающее кинематическую 
точность и плавность работы звеньев для передачи 
структурного исполнения 2K-H. Также исследова-
лось влияние угла нутации на габариты редуктора. 
Определена оптимальная разница между числом 
зубьев сателлита и опорного колеса для минимиза-
ции размеров всех звеньев. Обоснован выбор про-
стых ограничителей вращения для передач вида 
K-H-V, таких как пальцы, скользящие в прямолиней-
ных пазах корпуса редуктора. Полученные уравне-
ния движения позволят моделировать на ЭВМ зуб-
чатые профили с цилиндро-коническим или внут-
ренним коническим зацеплением, предложить тех-
нологические операции для зубообработки требуе-
мых профилей. 
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Abstract. The article talks about research on the kine-
matics of precessing gears. The possible ways of preces-
sion generation based on the patent database are listed. 
A range of gearboxes with single-stage gears has been 
defined. The advantages of planetary precessing gears 
with a central wheel with a circular gear ring on the 
support plane over precessing gears with a cylindrical 
gear profile of the central wheel are listed. The necessity 
of the first type of transmission is substantiated. The 
article briefly describes the transmission model with a 
conical-cylindrical gear. For gears with a gear profile 
on the support plane, the method of constructing a 
mathematical model is described in detail and illus-
trated. The changes of the Euler angles are found and 
the system of equations of motion of the satellite points 
is constructed. Trajectories of points for 2K-H and K-H-
V transmissions are constructed. Based on these equa-
tions, the transmission parameters are analyzed. The 
kinematic condition for 2K-H transmission has been 
found. Also, the effect of the nutation angle on the size 
was investigated. The optimal difference between the 
number of gearteeth of the satellite and the fixed wheel 
has been determined to minimize the size. The choice of 
rotation limiters for K-H-V gears, such as fingers sliding 
in grooves, is justified. The error caused by the devia-
tion of the real finger trajectory from the theoretical is 
calculated. These equations will help to make gears with 
a conical-cylindrical or internal conical crown on a 
computer, and offer technology for creating profiles. 
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1.  Введение 

Планетарные конические зубчатые пере-
дачи с прецессирующими сателлитами допус-
тимо называть планетарной прецессионной 
(прецессирующей) передачей или просто 
прецессирующей  передачей. Прецессирую-
щие передачи – это механические передачи, в 
которых применяется генератор прецессии. 
Прецессирующее движение сателлита заклю-
чается в том, что во время работы редуктора 
ось симметрии сателлита пересекает ось 
входного вала под некоторым углом нутации. 

Наиболее распространённым в патентной 
базе способом генерирования прецессирую-
щих колебаний является вращение кривоши-
па на входном валу [1-6]. Также существуют 
варианты задания прецессионного движения 
воздействием торцевых [7] или пространст-
венных кулачков [8], двумя разнонаправлен-
ными цилиндрическими эксцентриками [9]. 

Генератор прецессии задаёт перемещение 
только для оси сателлита. Прецессирующее 
колесо может вращаться за счёт зацепления с 
неподвижным зубчатым венцом или совер-
шать прецессирующие колебания без враще-
ния. 

Необходимо определить место прецесси-
рующих передач в линейке редукторов, ши-
роко используемых в промышленности. За 
основной параметр, как базовый при опреде-
лении, принимается «одноступенчатость» 
зубчатой передачи. За параметр, опреде-
ляющий место в линейке, принимается пере-
даточное отношение (число) зубчатой пере-
дачи. Тогда места распределятся в следую-
щем порядке: 

а)   до 5-6 – простые цилиндрические и 
конические; 

б)   до 10-15 – планетарные классические; 
в)   до 20-30 – червячные; 
г)   до 40-50 – эксцентриковые; 
д)   до 100-150 – волновые; 
е)   от 25-30 до 400 – прецессирующие. 
Конструктивная реализация двухступен-

чатого прецессионного редуктора [1] по га-
баритам практически не отличается от одно-
ступенчатого, а это позволяет повышать пе-
редаточное отношение до 10 000 и больше. 

Прецессирующие технологии глубоко 
внедрились во многие отрасли промышлен-
ности. Согласно [10]: «Планетарная прецес-
сионная передача нашла свое практическое 
применение в конструкции приводов кон-
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тактных разъединителей на электрифициро-
ванных участках Белорусской железной до-
роги, в приводе строительно-отделочных (за-
глаживающих бетон) машин СО-170, в при-
воде шнековых конвейеров в сельском хо-
зяйстве, в приводе установки нория, предна-
значенной для вертикального транспорта 
сыпучих материалов, в конструкции лебедок 
для проведения аварийно-спасательных, 
сельскохозяйственных и ремонтных работ». 

Одни из первых наработок в этой области 
относятся к трудам учёных из Ленинградско-
го института точной механики и оптики, Ле-
нинградского политехнического института 
им. Калинина и Ленинградского военно-
механического института. В настоящее вре-
мя прецессирующие передачи имеют широ-
кую теоретическую базу. Исследования ве-
дутся сразу по нескольким направлениям. 
Выделяются три научных школы, занимаю-
щихся различными вопросами, связанными с 
прецессирующими передачами. 

Школа, созданная учёными из Техниче-
ского университета Молдовы [1, 6, 8, 11], 
рассматривает прецессирующие передачи с 
промежуточными телами качения и некото-
рые зубчатые передачи. Их характерной осо-
бенностью является наличие центрального 
колеса с круговым зубчатым венцом на 
опорной плоскости или внешней конической 
поверхности (для схемы 2K-H). Зубчатый 
профиль сателлита для них находится на 
внешней или внутренней конической по-
верхности. Исследования, которые ппрово-
дятся в Тюменском Индустриальном Уни-
верситете, а также в этой статье, продолжа-
ют развитие тематики кишинёвской школы. 

Основу для исследований научной школы 
Южно-Уральского государственного уни-
верситета составляют передачи с централь-
ным колесом, где зубчатый профиль нахо-
дится на внутренней цилиндрической по-
верхности, а сателлит – на конической. Рас-
сматриваются способы получения эволь-
вентных и неэвольвентных профилей, на-
пример в работах [12, 13]. В Ижевском госу-
дарственном техническом университете им. 
Калашникова есть свои наработки по этому 
направлению [9]. 

Белорусская школа планетарных прецес-
сионных передач представлена трудами учё-
ных из Белорусского национального техни-
ческого университета и Белорусско-
Российского университета [10, 14-17]. В ра-
ботах также изучаются передачи с централь-
ным колесом, имеющим зубчатый профиль 
на внутренней цилиндрической поверхности. 
Акцент исследований ставится на упрощение 
структурных схем передач, уменьшение их 
габаритных размеров и повышение техноло-
гичности изготовления. 

2. Постановка задачи исследования 

На рис. 1 показан вариант технического 
воплощения прецессирующего редуктора, 
предложенного В.М. Артеменко [2]. Как от-
мечается в [3], такая структурная схема по-
зволяет имитировать в прецессирующей 
двухступенчатой передаче одноступенча-
тость. 

Прецессирующие передачи, в которых 
используется сателлит с зубчатым венцом на 
конической поверхности, обладают многозу-
бым зацеплением сателлита и опорного ко-
леса. Такая конфигурация имеет большой 
коэффициент перекрытия, обеспечивают вы-
сокую кинематическую точность и плав-
ность работы. Но сателлиты с коническим 
зубчатым профилем (рис. 2) имеют сущест-
венный недостаток: они сложны в изготов-
лении и, как следствие, имеют высокую 
стоимость. По этой причине они не получи-
ли такого широкого распространения, как 
передачи с цилиндрическим зубчатым вен-
цом. Несмотря на то, что в работах [11] рас-
сматриваются уравнения поверхности зубча-
тых профилей или профилей, контактирую-
щих с роликами, для конических сателлитов, 
описание модели движения и математиче-
ский вывод этих зависимостей в статьях 
опущен. 

Целью исследования является построение 
математической модели и расчёт траектории 
точек на поверхности сателлита. При этом 
описание, использованное для сателлита с 
цилиндрическим зубчатым венцом, не под-
ходит для рассматриваемой задачи. В дис-
сертации [14] проводится анализ и доказыва- 
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а) 
 

 
б) 

Рис. 1. Передачи вида 2K-H:  
а – чертёж; б – структурная схема 

(1 – корпус;  2 – выходной вал; 3; 5; 8; 13 – 
подшипники;  4 – входной вал;  

6 – прецессирующий сателлит; 7 – генератор 
прецессии (кривошипная втулка);  
9 – выходное коническое колесо;  
10 – опорное коническое колесо;  

11 – кулачковый диск;  12 – диафрагма) 
 

 
Рис. 2. Вариант двухвенцового конического 

сателлита 

ется, что для минимизации механических 
потерь и габаритов редуктора необходимо 
расположить точку пересечения оси входно-
го вала и оси прецессирующего колеса вне 
центра сателлита на определённом расстоя-
нии. Такую схему движения можно предста-
вить в виде «юлы», которая касается боком 
пола и вращается относительно своего осно-
вания. 

Прецессирующие передачи с коническим 
зацеплением избавлены от проблемы потерь 
механической мощностей и больших габари-
тов, связанных и входом, и выходом при со-
пряжении контактирующих зубьев. Поэтому 
в [1-9] предлагается размещать точку пере-
сечения осей входного вала и сателлита в 
геометрическом центре прецессирующего 
колеса. Модель движения сателлита таких 
передач схожа с прецессией «монеты», со-
вершающей колебания на плоскости. 

3. Уравнения движения 

3.1. Общие принципы построения               
математической модели 

Прецессирующие колебания традиционно 
характеризуют при помощи трёх углов Эй-
лера и трёх угловых скоростей [18] (рис.3): 

  – угол собственного вращения; 
  – угол прецессии; 
 – угол нутации; 





   – угловая скорость собственного 
вращения или ротации; 





   – угловая скорость прецессии; 





   – угловая скорость нутации. 

 
Рис. 3. Углы Эйлера 
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Система координат XYZ  неподвижна, 
плоскость XOY  назовём экваториальной. 
Система ''' ZYX  жёстко связана с зубчатым 
колесом. Она совершает сложное враща-
тельное движение, положение точки O не 
меняется в пространстве. Тогда плоскость 

''OYX  будет являться прецессирующей 
плоскостью. 

Углы Эйлера позволяют связать коорди-
наты точки в подвижной системе ''' ZYX  и 
неподвижной XYZ путём последовательных 
поворотов по трём углам: прецессии  , ну-
тации , собственного вращения  . Пре-
цессирующая плоскость пересекается с эква-
ториальной плоскостью по прямой OK . Это 
линия узлов. Прямые 'OK  и ''OK  – это пря-
мые, перпендикулярные линии узлов OK  и 
принадлежащие прецессирующей плоскости 
и экваториальной плоскости соответственно. 

Угол собственного вращения   отсчиты-
вается на прецессирующей плоскости  от лу-
ча OK  до оси 'OX  движущейся системы ко-
ординат. Угловая скорость ротации   ха-
рактеризует вращение подвижной системы 
координат ''' ZYX  или прецессирующей 
плоскости ''OYX  относительно оси 'OZ , то 
есть вращение сателлита относительно своей 
оси симметрии. 

Угол прецессии   измеряется в эквато-
риальной плоскости между осью OX  непод-
вижной системы координат и линией узлов 
OK . Скорость прецессии   описывает по-
ворот прецессирующей плоскости относи-
тельно оси OZ  неподвижной системы коор-
динат – оси входного вала.  

Угол нутации  определяется, как угол 
между осями OZ  и 'OZ  неподвижной и под-
вижной системы координат или угол между 
экваториальной плоскостью и прецесси-
рующей плоскостью. Угловая скорость ну-
тации   характеризует вращательное дви-
жение тела относительно оси, проходящей 
через прямую OK . 

Положение точки M  в подвижной сис-
теме координат ''' ZYX  в общем случае 
описывается при помощи трёх проекций. Так 
как сателлит – можно считать симметрич-
ным телом, то в задаче рассматриваются 

только две проекции: проекция радиус-
вектора OM  на ось 'OX  равна a  и проекция 
OM  на ось 'OZ  равна b  (рис.4, а). Описание 
кинематики движения сводится к уравнению 
траектории одной точки на поверхности 
прецессирующего колеса, так как все точки 
на поверхности движутся по одному закону, 
но с разными начальными фазами. 
 

 
а) 

 
б) 

Рис. 4. Проекции радиус-вектора OM : 
а – проекции a  и b  подвижной системы       

координат; б – проекции векторов a  и b  на 
оси неподвижной системы координат 

Выделяются два вида планетарных пре-
цессирующих передач: 2K-H и K-H-V [14, 
15]. Траектория движения сателлита для ка-
ждого из них будет различной. Сначала рас-
смотрим передачу вида 2K-H. Её структур-
ная схема представлена на рис. 1, б. Во вре-
мя движения сателлит 6 сопрягается с двумя 
зубчатыми венцами: неподвижной поверхно-
стью опорного колеса 10 и вращающимся 
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зубчатым колесом 9, связанным с выходным 
валом 2. 

Спроецировать положение точки ),( baM  
на оси неподвижной системы координат 
можно при помощи направляющих косину-
сов в три этапа: 

1.1. Спроецировать вектор a  на линию 
узлов OK  и на линию 'OK , перпендикуляр-
ную OK , лежащую в прецессирующей 
плоскости; 

1.2. Полученную проекцию на прямую 
'OK  спроецировать на линию ''OK  и OZ ; 
1.3. Полученные проекции на прямые 

OK  и ''OK  спроецировать на оси OXY ; 
2.1. Спроецировать вектор b  на ось OZ и 

линию ''OK ; 
2.2. Полученную проекцию на прямую 
''OK  спроецировать на оси OX и OY  непод-

вижной системы координат; 
3. Сложить проекции векторов a  и b  на 

оси OX , OY  и OZ . 
Так выводятся формулы для координат 

точки ),( baM  через углы 
Эйлера (рис. 4, б): 
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Для того, чтобы получить из выражения 
(1) уравнение движения, нужно выразить уг-
лы через одну независимую переменную – 
время t :

 












).(
),(
),(

tzz
tyy
txx

 

Необходимо выяснить, как будет менять-
ся каждый из углов Эйлера в зависимости от 
t . Составим уравнения )(t , )(t , 

)(t . Проследим за движением колеса и 
изменением углов Эйлера в прецессирующей 
передаче. 

 
 

3.2. Траектория для передачи 2K-H 

Радиус опорного (неподвижного) колеса 
ограничен и не позволяет прецессирующему 
колесу перейти в горизонтальное положение, 

угловая скорость 0


 , угол  остаёт-
ся постоянным. Поэтому величины sin  и 

cos  уравнения (1) также являются кон-
стантами. 

Вращение в передаче происходит с по-
стоянной угловой скоростью ротации   и 
прецессии  . Угол прецессии можно счи-
тать основным, так как прецессионное дви-
жение плоскости задаёт ведущий вал. Угол 
  определяется, как 0)(  tt  . На-
чальная фаза 0 принимается нулевой. Закон 
движения входного звена tt  )( . 
 

 

а) 

 
б) 

Рис. 5. Модель сателлита в виде кругового 
цилиндра: а – аксонометрия; б – сечение в 

точке контакта M  
 

Пусть R  – это радиус прецессирующего 
колеса, а h –  его толщина (рис. 5). Если вы-
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брать точку M  окружности основания ци-

линдра: 





 

2
, hRM , то длина радиус-вектора 

OM  выражается, как  
4

2
2 hROM   или 

cos
ROM  , 

R
h

2
arctg . Прецессирую-

щее колесо перекатывается по опорному ко-
лесу постоянного радиуса 




cos
)cos()cos( 

 ROMMS .  

Пусть на начальной фазе 0  в момент 
времени 0t  оси OX , 'OX  и линия узлов 
OK совпадали, а касание звеньев проходило 

в точке 0M  прецессирующего колеса (рис. 6, 
а). Она контактировала с опорным в точке 
N  и совпадала с ней. Затем, при повороте 
прямой OK  прецессирующего круга на угол 
 относительно OX , точка касания )(tM  
переместилась вместе с линией 'OK  на тот 
же угол: MSN . На рис. 6, б показано, 
как сателлит перекатился по опорному коле-
су на угол 90. При этом видно, что при по-
вороте  в положительном направлении (по 
часовой стрелке), прецессирующая плос-
кость и расположенная на ней точка )(tM  
должна переместиться на угол  в противо-
положном направлении (против часовой 
стрелки):  0MOM . 

 

 
а) б) 

Рис. 6. Перемещение сателлита: а – точка контакта )(tM  в начальный момент времени; 
б – углы MSN  и 0MFM  

Так как сателлит вращается без проскаль-
зывания, то расстояния по окружностям от 
точки )(tM  до точки 0M  и от )(tM  до N  в 
любое время t равны друг другу. Обозначим 
длины дуг 0MM  и MN , как 

0lMM
и lMN

. 

ll MNMM 
0

. (2) 
Если взять угол  в радианах, то длина 

дуги lMN
определяется, как произведение уг-

ла, который она заключает, на радиус опор-
ного колеса MS : 

tRtMSlMN 


 



cos
)cos()( . 

Длина дуги 0MM  выражается через про-
изведение её угла на радиус прецессирующе-
го колеса )(0

0
 RMOMRlMM

. Из 

выражения (2) следует: 

tRR 


 



cos
)cos()( ;

t


 



cos
)cos( .

 
Таким образом, если подставить в урав-

нение (1) функции: t


 



cos
)cos( , 

t  , const , то получится парамет-
рическое уравнение траектории от перемен-
ной t : 
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На рис. 7 показаны траектории двух то-
чек, расположенных на нижней кромке са-

теллита 





 

2
hb  имеющего толщину 

Rh 2,0  и расположенных на расстоянии R  
и R8,0  от начала координат. 

 
а) б) 

Рис. 7. Траектория точек для передачи 2K-H: а – Θ = 20; б – Θ = 10 
 

 
а) б) 

Рис. 8. Передачи вида K-H-V: а – чертёж; б – структурная схема 
1 – корпус;  2 – ведомый вал; 3 – цевочное коническое колесо; 4 – подшипники;  5 – цевки; 

6 – зубчатый сателлит; 7 – кривошип; 8 – ведущий вал; 9 – ролик; 10 – палец 
 

3.3. Траектория для передачи K-H-V 

Вариант такой передачи с цевочным за-
цеплением [4] представлен на рис. 8. На 
адаптированной для передачи структурной 

схеме [5] цевочный венец показан зубчатым 
(рис 8, б). 

В большинстве предложенных исполне-
ний K-H-V передач сателлит не может вра-
щаться вокруг собственной оси. В качестве 
ограничителей могут выступать пальцы, 
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скользящие в пазах корпуса редуктора [4, 5] 
или зубчатые муфты с бочкообразным про-
филем зубьев [6]. 

Для математического вывода уравнений 
движения произведём тот же расчёт, что для 
передач 2K-H: воспользуемся уравнениями 
проекций радиус-вектора OM  (1), и уравне-
ниями для углов прецессии и нута-
ции: t  , const . Характер движения 
прецессирующего колеса отличается от пре-
дыдущей схемы, поэтому закон изменения 
угла ротации )(t  будет другим. При 
той же частоте колебаний )(t сателлит 
прецессирует без вращения относительно 
своей собственной оси. При каждом новом 
обороте генератора прецессии в контакте бу-
дут находиться те же точки, что и на преды-
дущих оборотах. Траектория должна быть 
замкнутой за период обращения 2 . Это 
значит, что угловая скорость ротации  от-

личается от скорости ротации в расчёте для 
2K-H. Поэтому длины дуг 

0lMM
и lMN

 не рав-
ны. Пусть они отличаются в некоторый ко-
эффициент k : ll MNMM

k 
0

. 

tRlMN 
 



cos
)cos( , )(

0
 RlMM

, 

)(
cos

)cos(



  RtRk 


 . Тогда угол 

собственного вращения определяется, как 

tk 
 



cos
)cos( . 

Если теперь подставить функции 

tk 
 



cos
)cos( , t  , const  в 

выражение (1), то получится уравнение дви-
жения такое же, как и в первой задаче, но с 
некоторым коэффициентом k : 
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Для того, чтобы траектория замыкалась 
за период 2t  необходимо, чтобы коэф-

фициент k  был равен 
)cos(

cos





. 

Таким образом, уравнение движения 
имеет вид: 
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Если принять 0b , то проекцию траек-
тории (3) на плоскость XOY  можно преоб-
разовать к виду: 

2
22

2
2

2
sin

2
cos 






 







 

 ayax .  

Это уравнение окружности (рис. 9а) с 

центром в точке 





  0;0;

2
cos2a  и радиусом 

2
sin 2 a . Подробный вывод этих уравнений 

представлен в Приложении А. 
Так как проекция траектории (3) на плос-

кость XOY  является окружностью, то сле-
довательно, уравнение движения (3) является 
линией пересечения сферы и прямого круго-
вого цилиндра (рис. 9, б). Частный случай 
этой кривой при радиусе цилиндра равном 

половине радиуса сферы, то есть при 
2
 , 

называется кривой Вивиани [19]. 
 

4. Практическое исследование уравнений 
движения 

Рассмотрим траекторию точки на сател-
лите для передачи 2K-H (рис. 8). В отличие 
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от использованной математической модели в 
виде цилиндра, перекатывающегося по 
опорной плоскости, реальные прецессирую-
щее и опорное колёса имеют зубчатый про-
филь. Это условие можно адаптировать для 
модели, добавив требование на точку кон-
такта в определённом месте – выступах или 
впадинах зубьев опорного колеса. 

 

 

а) 

 

б) 

Рис. 9. Траектория точки для передачи 
K-H-V: а – вид сверху; б – аксонометрия 

 
Для рассматриваемой траектории будут 

справедливы те же утверждения, что и для 
траектории эксцентриковой передачи – ги-
поциклоиды. Гипоциклоида будет замкну-
той, если отношение радиуса неподвижной 
окружности к радиусу подвижной можно 
представить в виде рациональной дроби. Для 

прецессирующей передачи это требование 
преобразуется к виду: 






cos
)cos(cos

)cos(







a

a

OF
SM , 

где 
R
h

2
arctg .  

В общем случае, значения функций 
)cos(   и cos  являются действитель-

ными числами. Угол  полностью определя-
ется геометрией сателлита, а значит, для 
плавности работы передачи требуется под-
бирать строго определённые числа угла  . 

Отношение радиусов можно заменить на 
отношение длин окружностей или отноше-
ние чисел зубьев на опорном и прецесси-
рующем колёсах. Для минимизации габари-
тов передачи требуется уменьшать угол  . 
При этом увеличивается количество точек 
опорной окружности (рис. 7), где происходит 
контакт с прецессирующим колесом и, соот-
ветственно, число зубьев на ней. Целесооб-
разно использовать сателлит, количество 
зубьев которого на 1 больше, чем у опорного 
колеса. 

Теперь проанализируем передачу K-H-V. 
В авторских свидетельствах [4, 5] использу-
ются ограничительные пальцы. На рис. 7, б 
видно, что точка на сателлите описывает 
«восьмёрку» на поверхности сферы. Следо-
вательно, для обеспечения плавности хода 
требуется, чтобы палец перемещался по пазу 
той же формы. Однако, выполнить паз в виде 
сферической «восьмёрки» и проконтролиро-
вать движение пальца по нему крайне слож-
но. Поэтому, в силу того, что в планетарных 
прецессирующих передачах углы нутации 
невелики (до 10˚), движение пальцев предла-
гается ограничивать прямолинейными паза-
ми. При этом для крайнего значения угла 

 10  отношение радиуса цилиндра к ра-
диусу сферы, которую он пересекает, со-
ставляет всего 0,0076. Это значит, что для 
сателлита радиусом 300R  мм и толщиной 

50h  мм максимальное отклонение от пря-
молинейной траектории паза составит 2,3 
мм, чем, в некоторых случаях, можно пре-
небречь. Зубчатая муфта позволяет реализо-
вать более точную кинематику передачи. 
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Если дополнить компьютерные програм-
мы, использованные в статье [16], то мето-
дом последовательных положений, можно 
сформировать зубчатый профиль, который 
обеспечит плавность и точность передачи. 

5. Заключение 

В ходе исследования было проанализиро-
вано множество вариантов планетарных 
прецессирующих передач. Классифицирова-
ны способы генерации прецессирующих ко-
лебаний. 

Для конфигураций вида 2K-H и K-H-V 
подробно изложена методика построения 
модели передачи и математического вывода 
закона движения характерных точек. Полу-
чены уравнения траектории. 

Были проанализированы уравнения дви-
жения характерных точек и выявлено требо-
вание для определения угла нутации, обес-
печивающего кинематическую точность пе-
редачи. Обоснован выбор сателлита с числом 
зубьев на 1 больше, чем у опорного колеса. 

Полученные уравнения траектории, при 
помощи метода последовательных положе-
ний, позволят смоделировать зубчатый про-
филь передач вида 2K-H и K-H-V. Созданная 
электронная модель позволит детальнее изу-
чить процесс работы всех звеньев, их техни-
ческие характеристики и подобрать техноло-
гические операции для его реализации. 

Проделанные исследования помогут за-
полнить на рынке редукторостроения нишу, 
где востребованы передаточные отношения 
(числа) примерно 40-400. 

Приложение А 

Для того, чтобы спроецировать уравнение 
движения (3) на плоскость XOY  и убедить-
ся, что траектория является линией пересе-
чения кругового цилиндра и сферы, потребу-
ется выполнить ряд математических преоб-
разований. Уравнение проекции на плос-
кость обладает только двумя координатами: 
x  и y . Координата 0z . В таком случае 
равнение (3) примет следующий вид: 
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Уравнение окружности выводится при 

условии 0b : 
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Из второй строки системы (4) выражает-

ся:


 cos1
2)2sin(

a
yt  и по основному 

тригонометрическому тождеству приводится 
к виду (5): 

22

2

)cos1(
41)2cos(


 a

yt . (5) 
 

Первую строку системы (4) можно пре-
образовать, воспользовавшись формулой по-
нижения степени, а затем подставить в неё 
выражение (5): 
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Последняя формула является уравнением 
окружности  с центром в точке 
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Аннотация. Синтез структурной схемы привода 
механизма подъема груза любой грузоподъемной 
машины является нетривиальной и неформализо-
ванной инженерной задачей, опирающейся в своей 
основе на опыт проектировщика в вопросе подбора 
взаимодействующих в структуре привода узлов. 
Лишь во вторую очередь в данной проектной про-
цедуре можно поставить значимость проводимых 
параллельно дополнительных компоновочных рас-
четов, легко поддающихся формализации и, как 
следствие, дальнейшей автоматизации. В настоя-
щей статье предложено математическое решение 
процедуры формализации построения схем приводов 
механизма подъема и поиска наилучшей из них на 
основе одного из концептуальных решений при по-
строении моделей искусственного интеллекта – 
метода создания новых решений в виде генетиче-
ского алгоритма. Показаны особенности построе-
ния исходной популяции решений, кроссовера и му-
тации. Отдельный акцент сделан на необходимо-
сти определения сбалансированного вида функции 
приспособленности. Приведен сравнительный ана-
лиз качества синтезируемых решений в зависимо-
сти от применяемого количества эволюционных 
итераций при реализации генетического алгоритма 
в случае использования статических функций при-
способленности.         
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Abstract. Synthesizing the structural diagram of a hoist-
ing mechanism drive for any lifting machine is a non-
trivial and non-formalized engineering task, relying 
primarily on the designer's experience in selecting the 
components interacting within the drive structure. Only 
secondary importance in this design procedure can be 
placed on the additional, parallel layout calculations, 
which are easily formalized and, consequently, further 
automated. This article proposes a mathematical solu-
tion for formalizing the construction of hoisting mecha-
nism drive diagrams and searching for the best one. 
This solution is based on one of the conceptual solutions 
for constructing artificial intelligence models—a method 
for generating new solutions in the form of a genetic 
algorithm. The features of constructing the initial solu-
tion population, crossover, and mutation are demon-
strated. Particular emphasis is placed on the need to 
define a balanced fitness function. A comparative analy-
sis of the quality of the synthesized solutions is provided, 
depending on the number of evolutionary iterations used 
in implementing the genetic algorithm when static fit-
ness functions are used. 

Ключевые слова: механизм подъема груза, синтез 
структуры привода, генетический алгоритм, моде-
ли искусственного интеллекта. 
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1. Введение 
 

Процессы компоновки механизмов и их 
систем приводов являются в значительной 
степени трудоемкими и основанными на кон-
структорском опыте исполнителей. Многие 
системы автоматизированного проектирова-
ния, их модули и блоки позволяют решать 
задачи компоновки со значительными огра-
ничениями, фактически предоставляя воз-
можности только для визуального моделиро-
вания при манипулировании уже выбранны-
ми узлами и агрегатами. Ключевой сложно-
стью при реализации подобных задач компо-
новки является проблема формализации ряда 
процедур, основанных на качественном ана-
лизе спектра принимаемых решений в усло-
виях нечеткости или неоднозначности оценки 
соответствующих критериев эффективности 
[1 - 3].  

При этом необходимо проводить четкие 
терминологические и классификационные 
границы при анализе объектов исследования, 
а именно разделять привод и исполнительные 
механизмы в каждой рассматриваемой меха-
нической системе, которые в отдельных слу-
чаях также включаются в структуру приводов 
[4]. И если отдельные приводы механизмов 
подъемно-транспортных машин имеют сход-
ные принципы построения, то исполнитель-
ные механизмы, зачастую связывающие не-
сколько приводов в единую систему, могут 
реализовывать абсолютно разные принципы 
распределения нагрузок на приводы и, соот-
ветственно, различаться алгоритмами и архи-
тектурами систем управления. В качестве 
примера можно привести системы приводов 
многоприводных ленточных конвейеров, ме-
ханизмы передвижения грузоподъемных ма-
шин на рельсовом и гусеничном ходу с раз-
дельным приводом, грейферные лебедки 
двухканатных и четырехканатных грейферов. 
В случае многоприводных ленточных кон-
вейеров картина распределения нагрузок на 
приводы зависит от конфигурации трассы 
конвейера и мест установки приводов [5]. 
Раздельные приводы грузоподъемных машин 
подвергаются переменной нагрузке в зависи-
мости от координат положения груза и эле-
ментов механизмов на тележках и непосред-

ственно кранах, степени перекоса при движе-
нии, состояния реборд колес и рельс [6, 7]. 
Лебедки грейферных кранов работают взаи-
мосвязано для реализации правильной после-
довательности работы грейфера. При этом 
сами приводы каждой из описанных выше 
систем характеризуются наличием одинако-
вых по назначению элементов: систем управ-
ления, двигателей, передач, соединительных 
устройств. 

В настоящей статье под приводом в соот-
ветствии с [7, 8] будем понимать систему, со-
стоящую из двигателя, аппаратуры управле-
ния и промежуточной передачи от двигателя 
к рабочему механизму, служащую для преоб-
разования и передачи последнему какого-
либо вида энергии, необходимой для его нор-
мальной работы. 

В работах [1; 5; 7] описаны различные 
подходы к компоновке отдельных приводов 
подъемно-транспортных машин. Указанные 
подходы базируются на алгоритмах принятия 
решений на основе накопленного проектного 
опыта, что может приводить к неэффектив-
ным конечным результатам проектных про-
цедур. Возможным методом поиска наилуч-
шего варианта компоновки, подходящим для 
реализации в подобной ситуации, является 
одно из концептуальных решений моделей 
искусственного интеллекта – генетический 
алгоритм [9]. 

Генетический алгоритм имитирует про-
цесс естественного отбора, создавая и осуще-
ствляя эволюцию популяции особей (реше-
ний) в задачах оптимизации, имитируя, в том 
числе, генетические мутации [9]. После соз-
дания исходной популяции хромосом (набо-
ров взаимосвязанных цепочек признаков ис-
комых решений) вычисляется функция их 
приспособленности. Значение функции при-
способленности является количественной 
оценкой оптимальности решения и ранжиру-
ет его по отношению к другим решениям [9]. 
Далее хромосомы обмениваются своими час-
тями (процедура кроссовера), создавая хро-
мосом-потомков [9]. На следующем этапе 
выполняется мутация, в процессе которой 
случайным образом изменяется, как мини-
мум, один ген (признак) в хромосоме [9]. По-
лученная популяция заменяет предыдущую, и 
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начинается новая итерация. Итерации генети-
ческого алгоритма завершаются при выпол-
нении критерия завершения (как правило, за-
ранее определенного количества итераций). В 
конечном итоге сохраняются наиболее при-
способленные хромосомы [9].  
 

2. Цель исследования 
 

Целью настоящего исследования является 
применение и адаптация элементов генетиче-
ского алгоритма к проектным процедурам 
синтеза структуры обобщенного привода ме-
ханизма подъемно-транспортной машины. В 
качестве объекта исследования (рассматри-
ваемого примера) выберем привод механизма 
подъема груза грузоподъемной машины (гру-
зоподъемного крана, лифта, подъемника). 

 
3. Особенности проведения исследования 

 
С учетом приведенных выше сведений, 

согласно [9], генетический алгоритм состоит 
из двух принципиальных этапов:  

1) создание исходной популяции реше-
ний (хромосом); 

2) циклическая итерация модифициро-
ванных популяций решений по отношению к 
предыдущим (в том числе к исходной попу-
ляции) с постоянной оценкой функции при-
способленности. 

Одна циклическая итерация подразумева-
ет следующие этапы: 

1) создание из входной родительской по-
пуляции решений-потомков (хромосом-
потомков); 

2) мутация генов в полученной популя-
ции хромосом-потомков; 

3) оценка приспособленности каждой му-
тировавшей хромосомы-потомка, выявление 
наилучшего решения в соответствии с функ-
цией приспособленности. 

Применим описанный алгоритм к объек-
ту исследования – приводу механизма подъ-
ема груза. Для создания популяций решений 
воспользуемся классификационной систе-
мой, предложенной в [7] (табл. 1). 

 В табл. 1 сознательно пропущен элемент 
– тормозная система, которая конструктивно 
может быть установлена в любом месте ки-

нематической схемы привода [7], что деста-
билизирует последовательность выстраива-
ния признаков в решении-хромосоме. Для 
уменьшения тормозного момента тормозную 
систему преимущественно располагают на 
быстроходном валу механизма (с учётом обя-
зательного наличия жёсткой кинематической 
связи между исполнительным элементом ле-
бедки и тормозной системой). С учетом дан-
ного обстоятельства тормозную систему 
можно классифицировать, как добавочный 
признак, который можно совместить с любым 
решением признака B.3. (табл. 1) после полу-
чения наилучшего решения в результате ис-
полнения генетического алгоритма. 

При реализации генетического алгоритма 
введем следующие условия, ограничения и 
допущения:  

1) количество хромосом (решений) в од-
ной популяции – 5; 

2) каждая хромосома представляет собой 
комбинацию признаков (B.1., B.2., B.3., B.4., 
B.5., B.6.), в которой каждому признаку ста-
вится в соответствие какое-либо одно воз-
можное его решение согласно таблице 1 
(пример вида хромосомы – (С.4., С.2., С.3., 
С.4., С.2., С.1.), где первый элемент С.4. соот-
ветствует признаку B.1., второй элемент С.2. 
соответствует признаку B.2. и т.д.); 

3) на каждой итерации хромосомы-
потомки формируются из хромосом-
родителей посредством обмена своими по-
ловинами (соответственно любые три при-
знака); 

4) мутация хромосом на каждой итерации 
проводится случайным изменением варианта 
решения одного признака (гена) из шести; 

5) функция приспособленности рассчи-
тывается алгебраическим сложением оценок 
(табл. 1), соответствующих признакам в 
структуре рассматриваемой хромосомы; 
лучшим значением функции приспособлен-
ности является максимально возможная 
сумма баллов; 

6) значение функции приспособленности 
принимается равным 0 в случае, если какие-
либо решения признаков внутри хромосомы 
несовместимы (например, дроссельное регу-
лирование и ручной привод). 
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Таблица 1 
Варианты исполнения элементов привода механизма подъема груза 

Признак Обозначение Описание Оценка 
B.1. Система управления 

 С.1. Дроссельное регулирование - гидропривод 4 
 С.2. Машинное регулирование - гидропривод 4 
 С.3. Ручное многоскоростное плавное регулирование – электропривод 7 
 С.4. Ручное многоскоростное ступенчатое регулирование – электропривод 8 
 С.5. Автоматическое многоскоростное плавное регулирование –  

электропривод 4 

 С.6. Автоматическое многоскоростное ступенчатое регулирование –  
электропривод 4 

 С.7. Без регулирования на естественных характеристиках 5 
 С.8. Автоматическое односкоростное плавное регулирование –  

электропривод 9 

B.2. Двигатель 
 С.1. Гидромотор - гидропривод 5 
 С.2. Электродвигатель переменного тока с короткозамкнутым ротором – 

электропривод  6 

 С.3. Электродвигатель переменного тока с фазным ротором – электропривод 6 
 С.4. Электродвигатель постоянного тока – электропривод 4 
 С.5. Ручной привод 2 

B.3. Соединение двигателя и передачи 
 С.1. Компенсирующая муфта 9 
 С.2. Компенсирующие муфты в комплексе с трансмиссионным валом 7 
 С.3. Планетарная муфта 4 
 С.4. Планетарная муфта в комплексе с трансмиссионным валом                       

и компенсирующей муфтой 3 

 С.5. Фрикционная муфта 1 
 С.6. Фрикционная муфта в комплексе с трансмиссионным валом                       

и компенсирующей муфтой 1 

 С.7. Гидромуфта в комплексе с компенсирующей муфтой 3 
 С.8. Гидромуфта в комплексе с трансмиссионным валом и компенсирующей 

муфтой 2 

 С.9. Шпоночное или шлицевое соединение выходного вала двигателя             
и ведущей шестерни передачи 6 

B.4. Передача 
 С.1. Цилиндрический редуктор 9 
 С.2. Червячный редуктор 3 
 С.3. Конический редуктор 4 
 С.4. Планетарный редуктор 5 
 С.5. Редуктор с совмещением передач разного типа 3 

B.5. Соединение передачи и исполнительного элемента 
 С.1. Жесткая компенсирующая муфта 6 
 С.2. Совмещение опоры исполнительного элемента с валом редуктора 8 
 С.3. Тихоходная открытая зубчатая передача 6 

B.6. Исполнительный элемент 
 С.1. Барабан 8 
 С.2. Канатоведущий шкив 4 
 С.3. Приводная звездочка 3 
 
Принятый упрощенный вид функции 

приспособленности, основанный на сумме 
экспертных оценок вариантов решений при-
знаков, обоснован необходимостью отработ-
ки на данной стадии общих особенностей 
реализации генетического алгоритма. Можно 

предположить, что вид функции приспособ-
ленности естественным образом является 
отдельной темой исследований, подразуме-
вая в идеальном случае уход от экспертных 
оценок с одной стороны [3], с параллельной 
реализацией их нелинейного вида – с другой. 
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В рассматриваемом примере очевидно 
(на основе анализа экспертных оценок, пред-
ставленных в табл. 2), что наилучшим реше-
нием будет хромосома вида (С.8., С.2., С.1., 
С.1., С.2., С.1.) со значением функции при-
способленности 49 (электропривод с автома-
тическим односкоростным плавным регули-
рованием, электродвигателем переменного 
тока с короткозамкнутым ротором, компен-
сирующей муфтой, цилиндрическим редук-
тором, совмещением опоры исполнительного 
элемента с валом редуктора, барабаном). При 
исследовании особенностей реализации гене-
тического алгоритма данное значение функ-
ции приспособленности примем в качестве 
эталонного в случае поиска необходимого 
числа итераций для его достижения. 

Приведем пример построения исходной 
популяции. Исходные пять хромосом, полу-
ченные сопоставлением случайно выбранных 
единичных решений из каждого признака, и 
значения их функций приспособленности:  

1) (С.1., С.1., С.3., С.2., С.1., С.1.) = 30; 
2) (С.4., С.4., С.4., С.4., С.3., С.3.) = 29; 
3) (С.2., С.2., С.2., С.2., С.2., С.2.) = 0; 
4) (С.7., С.3., С.3., С.3., С.3., С.1.) = 33; 
5) (С.8., С.5., С.6., С.5., С.1., С.1.) = 0. 
Нулевые значения функций приспособ-

ленности хромосом 3 и 5 являются следстви-
ем несовместимости решений признаков си-
стем управления и типов двигателей. 

Создание хромосом-потомков реализуем 
посредством обмена первой и второй хромо-
сомами решениями признаков B.4., B.5., B.6., 
а также обмена третьей и пятой хромосома-
ми решениями признаков B.2., B.5., B.6. То-
гда популяция хромосом-потомков будет вы-
глядеть следующим образом: 

1) (С.1., С.1., С.3., С.4., С.3., С.3.); 
2) (С.4., С.4., С.4., С.2., С.1., С.1.); 
3) (С.2., С.5., С.2., С.2., С.1., С.1.); 
4) (С.7., С.3., С.3., С.3., С.3., С.1.); 
5) (С.8., С.2., С.6., С.5., С.2., С.2.). 
На данном этапе до проведения мутаций 

оценка функции приспособленности хромо-
сом не проводится. В соответствии с уста-
новленной последовательностью реализации 
генетического алгоритма внесем в популя-
цию хромосом-потомков по одной мутации 
одного случайно выбранного гена. Допус-

тим, что мутации подвергся шестой ген каж-
дой хромосомы, кроме четвертой (имевшей 
лучшее значение функции приспособленно-
сти на предыдущем этапе). Тогда популяция 
хромосом-потомков с мутировавшим геном 
и соответствующими значениями функций 
приспособленности будет выглядеть сле-
дующим образом: 

1) (С.1., С.1., С.3., С.4., С.3., С.1.) = 32; 
2) (С.4., С.4., С.4., С.2., С.1., С.3.) = 27; 
3) (С.2., С.5., С.2., С.2., С.1., С.3.) = 0; 
4) (С.7., С.3., С.3., С.3., С.3., С.1.) = 33; 
5) (С.8., С.2., С.6., С.5., С.2., С.1.) = 35. 
Лучшее значение функции приспособ-

ленности после первой итерации – 35, соот-
ветствует хромосоме 5. 

Последующие итерации повторяются в 
соответствии с приведенным примером. 

Отдельный интерес при осуществлении 
генетического алгоритма представляет собой 
необходимое количество итераций до дос-
тижения эталонного значения функции при-
способленности. В идеальном случае – в та-
кой проектной ситуации, в которой эталон-
ного значения функции приспособленности 
не существует (сложный вид функции в 
комплексе с переменной интегральной оцен-
кой, выставляемой не отдельным признакам, 
как в настоящем примере, а сочетаниям при-
знаков), генетический алгоритм находится в 
условиях неопределенности, и единственным 
критерием его остановки может служить ус-
тановленное на основе каких-либо исследо-
ваний число его итераций. Поэтому, в пер-
вом приближении, в качестве метода для оп-
ределения необходимого количества итера-
ций генетического алгоритма может служить 
его исследование при работе с функцией 
приспособленности, имеющей однозначно 
установленное эталонное значение. 

С этой целью реализуем описанный выше 
пример генетического алгоритма в среде Ex-
cel с использованием языка программирова-
ния VBA (Visual Basic). В процессе реализа-
ции будем менять число итераций от 5 до 
1280 в геометрической прогрессии с коэф-
фициентом прогрессии 2 (рис. 1). Количест-
во реализаций генетического алгоритма для 
каждого числа итераций примем равным 10 
(рис. 1). 
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Рис. 1. Результаты реализации генетического алгоритма с различным  
числом итераций (по десять попыток на каждую итерацию) 

 
4. Анализ результатов 

 
Анализируя результаты реализации гене-

тического алгоритма с различным числом 
итераций (рис. 1) можно сделать следующие 
выводы: 

1. Установлено, что наилучший результат 
получен при реализации наибольшего числа 
итераций (в исследовании – 1280). При реа-
лизации 640 итераций максимальный ре-
зультат аналогичен 1280-ти итерациям (в че-
тырех из десяти попыток достигается эта-
лонное значение функции приспособленно-
сти 49), однако среднее значение функции 
приспособленности на десять попыток со-
ставляет: для 640 циклов – 47,3, для 1280 
циклов – 48,1. Эталонное значение функции 
приспособленности достигается только при 
640 и 1280 итерациях. 

2. При уменьшении количества итераций 
среднее значение функции приспособленно-
сти на десять попыток снижается при нали-
чии возможных всплесков качественных ре-
шений.  

3. Применение числа итераций от 5 до 80 
демонстрирует среднее значение функции 
приспособленности менее 45 баллов (размах 
составляет 5,9 балла). Применение числа 

итераций от 160 до 640 демонстрирует сред-
нее значение функции приспособленности 
менее 47,3 баллов (размах составляет 1,4 
балла).  

На основе приведенных данных можно 
установить ориентировочные значения числа 
итераций генетического алгоритма в зависи-
мости от ожидаемой точности результата: 

- от 1 до 100 итераций – в среднем ре-
зультат не стабилен, получение приемлемого 
качественного результата возможно (случай-
ное решение), эталонное значение практиче-
ски недостижимо; 

- от 101 до 500 итераций – в среднем ре-
зультат более стабилен, получение приемле-
мого качественного результата возможно 
(скорее закономерное, чем случайное реше-
ние), эталонное значение практически недос-
тижимо (возможно единичное достижение); 

- от 501 до 1000 итераций – в среднем ре-
зультат стабилен, получение приемлемого 
качественного результата весьма вероятно 
(закономерное решение), эталонное значение 
практически достижимо с малой частотой; 

- более 1000 итераций – в среднем ре-
зультат стабилен, получение приемлемого 
качественного результата фактически гаран-
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тировано, эталонное значение практически 
достижимо с приемлемой частотой. 

Предложенная градация количества ите-
раций требует изучения и дополнительного 
подтверждения при применении, как указано 
выше, сложных видов функций приспособ-
ленности в комплексе с переменной инте-
гральной оценкой, выставляемой не отдель-
ным признакам, а сочетаниям признаков. Од-
нако уже на данном этапе качественное опи-
сание в рамках предложенной градации мо-
жет служить отправной точкой при назначе-
нии количества итераций генетического алго-
ритма при его применении к решению вопро-
сов компоновки не только приводов, но и 
подъемно-транспортных машин в целом.  
 

5. Заключение 
 

Предложенное в настоящей статье мате-
матическое решение процедуры формализа-
ции построения схем приводов механизма 

подъема и поиска наилучшей из них на ос-
нове одного из концептуальных решений 
при построении моделей искусственного ин-
теллекта – метода создания новых решений в 
виде генетического алгоритма является пер-
спективным направлением исследований. 
Как показано выше, особое внимание следу-
ет уделить поиску наилучших вариантов 
описания функции приспособленности, осо-
бенно в условиях проектной неопределенно-
сти на начальных стадиях процесса проекти-
рования. 

Стоит также отметить, что корректная 
реализация генетического алгоритма может 
послужить базисом для создания специали-
зированных систем автоматизированного 
проектирования следующего поколения – с 
нейросетевой архитектурой, предназначен-
ных, в том числе, для поиска и принятия 
компоновочных решений в условиях неопре-
деленности. 
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Аннотация. Наземные транспортно-технологичес-
кие машины совершенствуются, что приводит к 
увеличению их мощности, скорости, вибраций и 
ударов. Вибрации негативно влияют на техническое 
состояние машины, здоровье и работоспособность 
оператора. Снижается производительность ра-
бот. Актуальной остается проблема виброзащиты 
операторов. Основные способы виброзащиты вклю-
чают использование виброзащитных опор кабин и 
виброзащитных подвесок сиденья оператора в ка-
бине. Перспективным является использование пас-
сивных виброзащитных систем сидений с эффек-
том квазинулевой жесткости и нелинейной силовой 
характеристикой. Подстройка сиденья под пере-
менный вес оператора важна для обеспечения эф-
фекта квазинулевой жесткости. Для предложенной 
конструкции виброзащитной системы сиденья на 
основе параллелограммного механизма приведена 
расчетная схема. На основе расчетной схемы выве-
дены аналитические зависимости коэффициента 
пропорциональности между массой человека-
оператора и величиной силы растяжения пружины 
и натяжения троса, а также силы растяжения 
пружины и натяжения троса от величины подъема 
или опускания сиденья. Выводимые аналитические 
выражения включали в себя геометрические разме-
ры виброзащитного механизма, включая длину пру-
жины растяжения, коэффициент жесткости 
пружины, массу сиденья с оператором. Приведены 
графики зависимостей коэффициента пропорцио-
нальности массы сиденья с оператором и силы 
растяжения пружины, от геометрических разме-
ров при различных значениях коэффициента жест-
кости пружины, и различной габаритной горизон-
тальной длине механизма. Приведены графики зави-
симостей силы растяжения пружины механизма 
от высоты подъема сиденья при различных значе-
ниях массы сиденья, изменяемой в широком диапа-
зоне. Графики силы растяжения пружины приведе-
ны для двух вариантов размеров механизма, отли-
чающихся двухкратным масштабированием с со-
хранением пропорций. Установлено, что увеличение 
геометрических размеров механизма предпочти-
тельно для минимизации диапазона изменения силы 
растяжения пружины и уменьшения кривизны ха-
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Abstract. Ground transport and technological machines 
are being improved, which leads to an increase in their 
power, speed, vibrations and impacts. Vibrations have a 
negative effect on the technical condition of the ma-
chine, health and performance of the operator. Work 
productivity decreases. The problem of vibration protec-
tion of operators remains relevant. The main methods of 
vibration protection include the use of vibration-proof 
cabin mounts and vibration-proof suspensions of the 
operator's seat in the cabin. The use of passive vibra-
tion-proof seat systems with a quasi-zero rigidity effect 
and a nonlinear force characteristic is promising. Ad-
justing the seat to the variable weight of the operator is 
important to ensure the effect of quasi-zero rigidity. For 
the proposed design of the vibration-proof seat system 
based on the parallelogram mechanism, a calculation 
scheme is given. Based on the calculation scheme, ana-
lytical dependencies are derived for the proportionality 
coefficient between the mass of the human operator and 
the magnitude of the spring tensile force and cable ten-
sion, as well as the spring tensile force and cable ten-
sion on the amount of seat lifting or lowering. The de-
rived analytical expressions included the geometric di-
mensions of the vibration protection mechanism, includ-
ing the length of the extension spring, the spring stiff-
ness coefficient, and the mass of the seat with the opera-
tor. The graphs of the proportionality coefficient of the 
mass of the seat with the operator and the spring exten-
sion force on the geometric size are given for different 
values of the spring stiffness coefficient and different 
overall horizontal lengths of the mechanism. The graphs 
of the dependences of the mechanism spring extension 
force on the seat lift height are given for different values 
of the mass of the seat with the operator, changing in a 
wide range. The graphs of the spring extension force 
dependencies are given for two variants of the mecha-
nism dimensions, differing in a double scaling with the 
preservation of proportions. It was found that an in-
crease in the geometric dimensions of the mechanism is 
preferable for minimizing the range of variation of the 
spring extension force and reducing the curvature of the 
characteristics. The derived analytical dependencies 
open up the possibility of studying and optimizing the 
interrelated power and geometric parameters of the 
vibration protection mechanism of the seat, taking into 
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рактеристик. Выведенные аналитические зависи-
мости открывают возможность исследования и 
оптимизации взаимосвязанных силовых и геометри-
ческих параметров виброзащитного механизма си-
денья с учетом заданных ограничений. 
 

‡ 
‡ 
‡ 
‡ 
‡ 
‡ 

account the specified restrictions. 

Ключевые слова: виброзащитная подвеска сиденья, 
вибрация, квазинулевая жесткость, пружина. 
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Keywords: vibration-protective seat suspension,       
vibration, quasi-zero stiffness, spring. 
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1. Введение 

 
На сегодняшний день наземные транс-

портно-технологические средства, в частно-
сти, специализированные машины для строи-
тельства и дорожного ремонта продолжают 
развиваться в направлении повышения мощ-
ности, эффективности работы и скорости 
движения. Это приводит к возрастанию таких 
производственных факторов, как вибрации в 
узлах машины и внешние удары [1- 3]. 

Причиной возникновения такого рода 
факторов является взаимодействие ходового 
оборудования и рабочих органов машин с 
микрорельефом опорной поверхности и об-
рабатываемой средой [4]. 

Длительное влияние вибраций негативно 
сказывается как на самой машине, так и на 
здоровье операторов. На практике довольно 
часто встречаются случаи профессиональ-
ных заболеваний операторов наземных ма-
шин, вызванные воздействием общей вибра-
ции на организм человека [5]. 

В связи с этим актуальной остается про-
блема виброзащиты операторов наземных 
машин. Основными способами виброзащиты 
операторов являются использование вибро-
защитных кабин и виброзащитных подвесок 
сидений операторов, которые взаимодопол-
няют друг друга и совместно снижают виб-
рационные нагрузки [6]. 
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Перспективным направлением в области 
виброзащиты операторов является примене-
ние пассивных виброзащитных систем сиде-
ний с нелинейной статической силовой ха-
рактеристикой, имеющей участок квазинуле-
вой жесткости. Такие системы позволяют 
эффективно гасить вибрации в широком 
диапазоне частот, обеспечивая комфорт и 
защиту оператора [7]. Особенностью работы 
данной системы является то, что сила, воз-
действующая на сиденье оператора со сто-
роны виброзащитного механизма, на участке 
квазинулевой жесткости сохраняет постоян-
ное или близко к постоянному значение [8]. 

При разработке виброзащитной системы 
сиденья оператора необходимо рассмотреть 
такой аспект, как подстройку положения си-
денья под переменный вес оператора. 

Подстройка положения сиденья с учетом 
массы оператора позволяет устранить 
«дрейф» положения сиденья в зоне квазину-
левой жесткости, что повышает стабиль-
ность и комфорт во время работы. Такая ре-
гулировка достигается за счет изменения си-
лы, создаваемой пружиной растяжения, в 
виброзащитной системе сиденья, это обеспе-
чивает адаптацию к переменной массе опе-

ратора и снижает вибрационные нагрузки, 
предотвращая дискомфорт и усталость опе-
ратора [9]. 

Таким образом, подстройка положения 
сиденья под требуемую массу человека-
оператора является важной и актуальной за-
дачей для обеспечения комфорта, безопасно-
сти и эффективности труда, а также для 
снижения вредного воздействия вибраций и 
поддержания здоровья оператора в процессе 
работы. 
 

2. Постановка задачи 
 

На рис. 1 представлена расчетная схема 
параллелограммного виброзащитного меха-
низма, которой поставлена в соответствии 
локальная система координат OXY, жестко 
связанная с кабиной машины [10]. Приняты 
обозначения: m – сосредоточенная масса си-
денья с оператором, кг; Fg – вертикальная 
подъемная сила виброзащитного механизма 
сиденья, которая должна уравновешивать 
силу тяжести, создаваемую массой сиденья с 
оператором, Н; L – длина рычага, м; x, y, z – 
стороны  треугольника 0-1-2,  образованного  

 

 
Рис. 1. Расчетная схема исследуемой виброзащитной системы сиденья (а) и пример ее          

кусочно-линейной двухсегментной статической силовой характеристики (б) 
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тросом, частью рычага и стойкой, в роли ко-
торой, в данном случае, выступают точки, 
жестко связанные с кабиной оператора, м; h 
– высота треугольника, проведенная из вер-
шины 0 к его стороне 1-2, образованной тро-
сом, м; Fs – сила растяжения пружины и на-
тяжения троса, Н; cs – жесткость пружины, 
Н/м; hg – высота подъема или опускания 
правой точки механизма, м; γ – угол поворо-
та рычага относительно стойки, град; ±α – 
угол поворота рычага относительно оси ОХ, 
град. 

Имеют место соотношения: 
90 ( );

1,   если 0,  >0; 
sign( ) 0,   если 0,  =0;

1  если 0,  <0.

g

g

g

h
h
h

   

  


   
  

 (1) 

Требуется вывести аналитическую зави-
симость k(x) где k – коэффициент пропор-
циональности между массой человека-
оператора и величиной силы растяжения 
пружины, отражающую взаимосвязь сило-
вых и геометрических параметры механизма. 
Также требуется вывести аналитическую за-
висимость силы растяжения пружины Fs(hg). 

 
3. Вывод аналитических зависимостей 

 
Особенность вывода формулы, связы-

вающей силовые и геометрические парамет-
ры механизма, заключается в следующем: 
при вычислении моментов сил и при вычис-
лении площади треугольника, используется 
общий параметр h. Это позволяет вывести 
зависимость, устанавливающую связь сило-
вых и геометрических параметров механизма. 

В случае, если α≠0, γ≠90°, площадь тре-
угольника 0-1-2 будет определяться выраже-
нием 

sin
2

x yS   
 .  (2) 

Площадь рассматриваемого треугольника 
0-1-2 может быть определена по двум выра-
жениям. 

Как произведение длины высоты h, про-
веденной из вершины 0 к стороне 1-2, на 
длину этой стороны: 

2
h zS 

 .   (3) 

Формула (3) справедлива при любой 
форме треугольника 0-1-2.  

Сторона z треугольника 0-1-2 в общем 
случае при α≠0, γ≠90° может быть выражена 
через стороны x и y и угол γ между ними по 
теореме косинусов: 

2 2 2 cosz x y x y       . (4) 
Из (2) и (3) с учетом (4) высота h будет 

определяться выражением 

2 2

sin
2 cos

x yh
x y x y

  


     
. (5) 

Выражение момента сил, создаваемого 
подъемной силой виброзащитного механиз-
ма при α≠0, γ≠90° имеет вид: 

cosg g g gM F L F L      . (6) 
Момент сил, создаваемый пружиной, ра-

вен 
s sM F h  .   (7) 

Учитывая равенство моментов сил 
Mg=Ms, из (6) и (7) выражение высоты h 
примет вид 

sing

s

F
h L

F
    .      (8) 

Приравняв (5) и (8), получим 

2 2

sin
cos 2 cos

g

s

F x y
F L x y x y

  


        
. (9) 

Учитывая, что cos gh
L

   выражение (9) 

принимает вид: 

2 2 2
g

s g

F x y
F x y h

L x y
L




  
  

. (10) 

Для среднего положения механизма, при 
α=0º, γ=90º, hg=0 выражения (9) и (10) при-
мут вид: 

2 2

g

s

F x y
F L x y




 
.           (11) 

В среднем положении механизма (α=0º, 
hg=0) пружина растянута и уравновешивает 
силу веса сиденья с оператором 

gF m g     (12) 
где g – ускорение свободного падения, 
g=9,81 м/с2. 
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Из (11) видно, что 
2 2

s g
L x y

F F
x y

 
 


;  (13) 

s s sF c L  ,  (14) 
где сs – коэффициент жесткости пружины, 
Н/м; Ls – величина растяжения пружины, м. 

Из (13) и (14) видно, что в среднем поло-
жении механизма величина растяжения пру-
жины 

2 2 2 2

s g
s s

L x y g L x y
L F m

c x y c x y
    

   
   

.(15) 

Для сохранения среднего положения си-
денья оператора при изменении массы m не-
обходимо корректировать растяжение пру-
жины [10]. 

При фиксированных значениях конструк-
тивных параметров сиденья и пружины, ве-
личина растяжения пружины прямо пропор-
циональна массе сиденья с оператором 

sL k m  ,   (16) 
где  

2 2

s

g L x y
k

c x y
  


 

.  (17) 

Из (17) видно, что k зависит от конструк-
тивных параметров сиденья, в частности, от 
величины x. То есть, изменяя расстояние x 
можно обеспечивать среднее положение си-
денья при изменении массы оператора за 
счет регулировки положения точки 2 на 

нижней стороне параллелограммного меха-
низма. 

 

 
Рис. 2. Пример функциональной зависимости 

k(x) 
 

В качестве примера приведена функцио-
нальная зависимость рис. 2, отражающая 
взаимосвязь силовых и геометрических па-
раметры механизма. Часть параметров при-
нимала фиксированные значения: L=1 м, 
y=0,5 м, cs=15000 Н/м, а параметр х варьиро-
вался от 0 до 1 м с шагом 0,01 м. 

На рис. 3, а приведено несколько кривых 
k(x), полученных для различных значений ко-
эффициента жесткости пружины cs. Значения 
коэффициента жесткости пружины cs меня-
лись от 5000 Н/м до 25000 Н/м с шагом 5000 
Н/м. Параметр х также варьировался от 0 до 1 
м с шагом 0,01 м, прочие параметры прини-
мали те же значения, что указаны выше.  

На рис. 3, б приведен график поверхности 
k(x, cs), соответствующий кривым рис. 3, а. 

 

 
Рис. 3. Функциональные зависимости k(x) при различных значениях коэффициента жестко-

сти пружины cs (а) и соответствующий им график поверхности k(x, cs) (б) 
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Также по формуле (17), при изменении 
величины x, для различных значений геомет-
рического параметра L и при фиксированных 

значениях параметров cs и y, были получены 
функциональные зависимости k(x), которые 
приведены на рис. 4, а.  

 

 
Рис. 4. Функциональные зависимости k(x) при различных значениях геометрического          

параметра механизма L (а) и соответствующий им график поверхности k(x, L) (б) 
 
Параметр cs принимал фиксированное 

значение cs=15000 Н/м, параметр y=0.5 м. 
Варьируемый параметр L принимал значения 
в диапазоне от 0.4 до 1.2 м, изменяясь с ша-
гом 0.2 м. 

На рис. 4, б приведен график поверхно-
сти, соответствующий кривым рис 3, а. 

Для построения графика зависимости си-
лы растяжения пружины и натяжения троса 
от высоты подъема сиденья Fs=f(hg), из фор-
мулы (10) может быть получено аналитиче-
ское выражение Fs, которое в общем случае 
будет иметь следующий вид: 

2 2 2 g
g

s

x y h
L F x y

LF
x y

  
   




. (18) 

Использование выражения (18) позволи-
ло получить графики функциональных зави-
симостей силы растяжения пружины и натя-
жения троса Fs от высоты подъема сиденья, 
приведенные на рис. 5.  

 
Масса сиденья с оператором при этом 

варьировалась в широких пределах от 80 до 
200 кг с шагом в 10 кг. Параметр cs прини-
мал фиксированное значение cs=15000 Н/м.  

Геометрические параметры для графиков 
на рис. 5, а принимали фиксированные зна-
чения: x=0.5 м, y=0.5 м, L=1 м. На рис. 5, б 
геометрические параметры принимали зна-
чения: x=0.25 м, y=0.25 м, L=0.5 м, что соот-
ветствует уменьшенному в 2 раза механизму 
с сохранением пропорций между геометри-
ческими размерами x, y и L. Также были ис-
следованы два других соотношения размеров 
x=y при постоянном значении L=1 м. На рис. 
5, в геометрические параметры принимали 
значения: x=0.25 м, y=0.25 м, L=1 м, а на рис 
5, г – x=0.75 м, y=0.75 м, L=1 м. 

На рис. 6 для всех четырех рассмотрен-
ных соотношений x, y, L приведены графиче-
ские зависимости силы растяжения пружины 
и натяжения троса Fs в среднем положении 
механизма при hg=0 м (см. рис. 6, а) и диапа-
зона изменения силы Fs (см. рис. 6, б) от 
массы m сиденья с оператором. 

 
4. Заключение 

 
Выведена аналитическая зависимость ко-

эффициента пропорциональности между 
массой человека-оператора и величиной си-
лы растяжения пружины, отражающая взаи-
мосвязь силовых и геометрических парамет-
ров механизма. 
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Рис. 5. Зависимости силы растяжения пружины и натяжения троса Fs от высоты подъе-

ма/опускания сиденья hg при различных значениях массы m сиденья с оператором: а) при 
x=0.5 м, y=0.5 м, L=1 м; б) при x=0.25 м, y=0.25 м, L=0.5 м; в) при x=0.25 м, y=0.25 м, L=1 м; 

г) при x=0.75 м, y=0.75 м, L=1 м 
 

 

 
Рис. 6. Зависимости силы растяжения пружины и натяжения троса Fs и ее диапазона измене-
ния от массы m сиденья с оператором при различных сочетаниях x, y, L: а) Fs(m) в среднем 

положении механизма hg=0 м; б) зависимости диапазона изменения Fs 
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Из рис. 2 видно, что функциональная за-
висимость k=f(x) имеет гиперболическую 
форму, при этом значение k изменяется бо-
лее чем в 10 раз, т.е. на порядок. Это позво-
ляет сделать вывод о том, что можно исполь-
зовать k или х как регулировочный параметр 
при подстройке положения сиденья под пе-
ременную массу человека-оператора. 

Наиболее интенсивно влияние х проявля-
ется при х<0.2L. При х>0.25L коэффициент k 
стабилизируется.  

Анализ рис. 3 показывает, что увеличение 
жесткости пружины растяжения снижает 
значения коэффициента k во всем диапазоне 
изменения аргумента x. При увеличении зна-
чения L значения коэффициента k возраста-
ют во всем диапазоне изменения аргумента x 
(см. рис. 4).  

Также выведена аналитическая зависи-
мость силы растяжения пружины от массы 
сиденья с оператором. В заданных диапазо-
нах изменения параметров, форма статиче-
ских характеристик силы растяжения пру-
жины Fs(hg) близка к линейной. 

Из рис. 5, 6 видно, что при уменьшении 
геометрических размеров механизма, возрас-
тает наклон, диапазон изменения и кривизна 
статических характеристик Fs(hg), в то время 
как значения силы растяжения пружины в 
средней точке характеристики остаются не-
изменными. В то же время, диапазон изме-
нения Fs зависит от величины размеров x и y, 
и почти не зависит от значения L. При уве-
личении размеров x=y происходит уменьше-
ние диапазона Fs. Это позволяет сделать вы-
вод о том, что увеличение геометрических 
размеров механизма в пределах заданных 
ограничений является предпочтительным с 
позиции минимизации диапазона изменения 
силы растяжения пружины. 

Выведенные аналитические зависимости 
открывают возможность исследования и оп-
тимизации, с учетом заданных ограничений, 
силовых и геометрических параметров раз-
работанного виброзащитного механизма си-
денья. 
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СОВЕРШЕНСТВОВАНИЕ РАСЧЕТА СИЛЫ ТЯГИ ГУСЕНИЧНЫХ МАШИН НА 
ОСНОВЕ МНОГОФАЗНОГО АНАЛИЗА ВЗАИМОДЕЙСТВИЯ ГРУНТОЗАЦЕПОВ    

С ГРУНТОМ 
 

IMPROVING TRACTIONAL FORCE CALCULATION FOR TRACKED VEHICLES 
BASED ON MULTIPHASE ANALYSIS OF LUGS-SOIL INTERACTION 

 
Кулабухов А.В. 
Kulabukhov A.V. 

 
Белорусско-Российский университет (Могилев, Республика Беларусь) 

Belarusian-Russian University (Mogilev, Republic of Belarus) 
 

Аннотация. Актуальность исследования обуслов-
лена необходимостью повышения эффективности 
гусеничных машин, для чего требуются усовершен-
ствованные методы расчета их тягово-сцепных 
свойств. Существующие методики, основанные на 
модели сдвига «кирпича» грунта, обладают суще-
ственным недостатком – они не учитывают аль-
тернативные сценарии разрушения грунта и не ус-
танавливают явной связи между геометрией дви-
жителя, нагрузками и физическими процессами в 
грунте, что ограничивает их применение для опти-
мизации конструкций. Цель работы – разработка 
нового аналитического метода, позволяющего ком-
плексно оценивать силу тяги с учетом многофазно-
сти и полиморфности процесса взаимодействия 
трака с грунтом. В основе метода лежит синтез 
положений теории предельного равновесия грунтов 
и механики резания. Методика предполагает по-
фазный анализ: от начального уплотнения и фор-
мирования первичной площадки скольжения до пол-
ного сдвига массива или выклинивания трака, с по-
стоянной проверкой реализуемости альтернатив-
ных механизмов разрушения. В результате пара-
метрического анализа для гусеничной машины Б14 
установлено влияние шага грунтозацепов на силу 
тяги. Выявлены три режима взаимодействия: не-
рациональный ранний срез при малом шаге, двух-
фазное разрушение при среднем и выклинивание при 
большом шаге. Определен оптимальный шаг, при 
котором силы среза и выклинивания уравниваются, 
обеспечивая максимальное использование несущей 
способности грунта и достижение максимально 
возможной силы тяги. Ключевой вывод: разрабо-
танный метод формирует основу для алгоритми-
зированного проектирования и оптимизации гео-
метрии гусеничного движителя, позволяя целена-
правленно повышать его тяговые качества для кон-
кретных условий эксплуатации. 
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Abstract. The relevance of this study stems from the 
need to improve the efficiency of tracked vehicles, which 
requires improved methods for calculating their traction 
and grip properties. Existing methods based on the soil 
"brick" shear model have a significant drawback: they 
fail to consider alternative soil failure scenarios and do 
not establish an explicit relationship between the drive 
geometry, loads, and physical processes in the soil, lim-
iting their use for design optimization. The objective of 
this study is to develop a new analytical method for 
comprehensively assessing traction force, taking into 
account the multiphase and polymorphic nature of the 
track-soil interaction process. The method is based on a 
synthesis of the principles of soil limit equilibrium the-
ory and cutting mechanics. The methodology involves a 
phase-by-phase analysis: from initial compaction and 
formation of a primary slip plate to complete soil shear 
or track wedging, with continuous verification of the 
feasibility of alternative failure mechanisms. A paramet-
ric analysis of the B14 tracked vehicle revealed the in-
fluence of lug pitch on traction. Three interaction modes 
were identified: irrational early shear at a small pitch, 
two-phase failure at a medium pitch, and wedging at a 
large pitch. An optimal pitch was determined that bal-
ances shear and wedging forces, ensuring maximum 
utilization of the soil's bearing capacity and achieving 
the highest possible traction. Key conclusion: the devel-
oped method forms the basis for algorithmic design and 
optimization of track geometry, enabling targeted im-
provement of its traction performance for specific oper-
ating conditions. 
 

Ключевые слова: гусеничный движитель,            
разрушение грунта, многофазное разрушение,   
грунтозацеп, выклинивание трака. 
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Keywords:  caterpillar track, soil destruction,            
multiphase destruction, lug pitch, track wedging. 
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1. Введение 

 
Тягово-сцепные свойства представляют 

собой одну из ключевых эксплуатационных 
характеристик гусеничных машин. Конст-
рукция гусеничного трактора или тягача оп-
ределяется целевыми условиями его приме-
нения: сельскохозяйственными, строитель-
ными, мелиоративными работами или экс-
плуатацией на переувлажненных грунтах. 
Широкий спектр решаемых задач обуслав-
ливает использование гусеничных тягачей в 
составе агрегатов с разнообразным рабочим 
оборудованием. 

Среди всей номенклатуры спецтехники 
наибольшее распространение получили гу-
сеничные бульдозеры, которые остаются ба-
зовым видом техники для производства зем-
ляных работ. Сфера их применения включает 
строительство (разработка котлованов, под-
готовка оснований под фундаменты), откры-
тую добычу полезных ископаемых, произ-
водство строительных материалов и многие 
другие отрасли. Помимо бульдозеров, на гу-
сеничной тяге работают рыхлители, треле-
вочные тракторы, толкачи скреперов и иные 
машины, общей чертой которых является 
необходимость создания значительных тяго-
вых усилий. 

В этой связи одной из первостепенных 
задач при проектировании является выбор 
параметров ходовой системы, гарантирую-
щих достижение оптимальных тяговых пока-
зателей. Для тягачей, в частности, критиче-
ски важно обеспечить надежное сцепление с 
опорной поверхностью, количественной ме-
рой которого служит коэффициент сцепле-
ния. Следует констатировать, что отечест-
венные образцы подобной техники по ряду 

параметров, включая дефицит машин высо-
кой мощности, уступают зарубежным анало-
гам. 

Повышение тягового потенциала тради-
ционно связывают с ростом массы машины, 
что увеличивает силу тяги по сцеплению. 
Однако вопрос её увеличения за счет опти-
мизации параметров самого гусеничного 
движителя остается недостаточно изученным 
ввиду отсутствия соответствующих теорети-
ческих расчетных методик. Создание подоб-
ных методов позволило бы оптимизировать 
геометрию грунтозацепов без проведения 
ресурсоемких натурных испытаний и обес-
печить прирост тягового усилия на 10…15% 
без изменения массы машины, что определя-
ет высокую актуальность данного направле-
ния исследований.  

Повышение энергоэффективности и про-
ходимости гусеничных машин напрямую 
связано с совершенствованием методик рас-
чета и проектирования их движителей. Ана-
лиз существующих подходов, среди которых 
фундаментальные работы М.Г. Беккера [1], 
И.П. Ксеневича [2, 3] (рис. 1), В.А. Скотни-
кова [4, 5] (рис. 2) и других, показывает, что 
доминирующей является модель сдвига ус-
ловного «кирпича» грунта, заключенного 
между грунтозацепами.  

Несмотря на свою распространенность, 
данная модель имеет ряд системных недос-
татков, ограничивающих ее практическую 
ценность для задач оптимизации: 

1. Игнорирование полиморфности разру-
шения. Модель постулирует единственный 
механизм разрушения – срез по плоскостям, 
что противоречит экспериментальным дан-
ным [6, 7], свидетельствующим о возможно-
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сти образования уплотненных ядер, выкли-
нивания и других кинематик. 

 

 
 Рис. 1. Схема взаимодействия трака  
гусеницы с грунтом при образовании  

уплотненного ядра перед грунтозацепом  
 

 
       Рис. 2. Плоскостная  схема   

нагружения  грунта  между  двумя   
соседними грунтозацепами 

 
2. Не учитывается многофазность про-

цесса. Взаимодействие не рассматривается 
как развивающийся во времени процесс, 
включающий стадии уплотнения, формиро-
вания зон скольжения и их переформирова-
ния. Это не позволяет точно определить мо-
мент достижения предельного состояния. 

 3. Отсутствие явных связей. Существую-
щие методы слабо отражают влияние кон-
кретных комбинаций геометрических пара-
метров грунтозацепов (высота, шаг, угол на-
клона передней грани) и внешних нагрузок на 
формирование той или иной картины разру-
шения и величину предельной силы тяги. 

4. Не адаптивность. Большинство расчет-
ных схем являются жесткими и не позволяют 
оценить, какой из возможных механизмов 
разрушения реализуется в первую очередь 
при заданном сочетании параметров. 

Таким образом, актуальной является за-
дача разработки более гибкого и комплекс-

ного расчетного метода, который бы устра-
нил указанные ограничения. Такой метод 
должен не только вычислять силу тяги, но и 
прогнозировать доминирующий механизм 
взаимодействия, обеспечивая тем самым ин-
женера-конструктора инструментом для 
осознанного выбора оптимальных парамет-
ров движителя. 

 
2. Разработанный метод 

 
Для преодоления ограничений классиче-

ских подходов был разработан аналитиче-
ский метод, основанный на синтезе принци-
пов механики грунтов и теории резания. 
Ключевой идеей метода является рассмотре-
ние взаимодействия трака с грунтом как 
многофазного процесса, на каждой стадии 
которого возможна реализация альтернатив-
ных сценариев разрушения. 

Концептуальная основа метода: 
1. Начальная стадия нагружения. Прило-

жение к траку внешней касательной силы. 
Пока эта сила не превышает суммарную си-
лу трения опорной поверхности и вершин 
грунтозацепов о грунт, смещение трака от-
сутствует. Превышение этого порога ини-
циирует процесс активной деформации 
грунтового массива. 

2. Фаза I. Первичное разрушение и фор-
мирование зоны предельного равновесия. 
Для анализа этой фазы применяется аппарат 
теории пассивного давления грунта, где пе-
редняя грань грунтозацепа рассматривается 
как подпорная стенка [8]. В результате рас-
чета определяются: величина пассивного от-
пора, действующего на грань грунтозацепа, а 
также положение и ориентация первичной 
поверхности скольжения, возникающей в 
грунтовом массиве. 

Анализ альтернативных сценариев в фа-
зе I: 

Сценарий А (Мгновенный срез). Если 
расчетное сопротивление срезу всего объема 
грунта между грунтозацепами оказывается 
ниже усилия, необходимого для формирова-
ния и развития первичной площадки сколь-
жения, происходит хрупкое разрушение – 
мгновенный срез «кирпича» по плоскостям, 
проходящим через вершины зацепов. 
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Сценарий Б (Потеря устойчивости). Если 
первичная площадка скольжения (ОВ') при 
своем развитии выйдет за пределы условной 
верхней границы устойчивого массива (ли-
нию КА), это также приведет к срезу грунта 
между зацепами, так как удерживающей по-
верхностью в этом случае уже будет являть-
ся менее прочная поверхность (АТ) (рис. 3). 

 

 
Рис. 3. Разрушение грунта между  

грунтозацепами 
 

3. Фаза II. Переформирование и развитие 
зоны разрушения. Если в фазе I срез «кирпи-
ча» не произошел, система переходит в сле-
дующую стадию. Неустойчивая первичная 
площадка скольжения эволюционирует, 
стремясь к новому, более устойчивому по-
ложению (ОВ). Этот процесс сопровождает-
ся значительным спрямлением поверхности 
скольжения. На данной фазе осуществляется 
постоянный контроль по трем критическим 
критериям: 

Критерий 1: Контроль угла наклона α 
формирующейся площадки скольжения от-
носительно его критического значения αкр1. 

Критерий 2: Проверка прочности остав-
шейся нетронутой призмы грунта (ОBAT). 
Срез этой призмы возможен, если выталки-
вающее усилие от деформируемой зоны 
(ОКB) превысит силы сцепления и трения, 
удерживающие призму ОBAT. 

Критерий 3: Оценка устойчивости грунта 
в зоне задней грани грунтозацепа GAT. На-
личие нормального давления от опорной 
части трака может инициировать локальное 
разрушение в этой области, что снижает об-
щую устойчивость системы и повышает кри-
тический угол αкр2. 

Критерием достижения предельного со-
стояния для трака является наступление од-
ного из двух событий: 

1. Исчерпание несущей способности грун-
та – полный срез массива между соседними 
грунтозацепами; 

2. Выклинивание трака – подъем опорной 
поверхности на вытесняемой призме грунта 
O1KB1, происходящий, когда вертикальная 
составляющая давления со стороны призмы 
превышает удерживающую силу, опреде-
ляемую весом машины, приходящимся на 
данный трак (рис. 4). 

 

 
Рис. 4. Выклинивание трака из грунта 

 
3. Результаты и их анализ 

 
Верификация и демонстрация возможно-

стей разработанного метода проведена на 
примере расчета силы тяги гусеничного 
бульдозера Б14. Основным варьируемым па-
раметром был выбран шаг грунтозацепов (T), 
который изменялся в широком диапазоне от 
0.05 м до 0.55 м. (рис. 5). 

 

 
Рис. 5. Влияние шага грунтозацепов на 

силы, характеризующие взаимодействие  
рабочих поверхностей гусениц с грунтом 

 
Результаты расчета представлены в виде 

зависимостей трех ключевых сил от шага T: 
Кривая PK - касательная сила, требуемая 

для осуществления полного среза грунтового 
«кирпича» между зацепами. 
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Кривая P1 - условная касательная сила, 
соответствующая моменту возникновения 
первичной площадки скольжения в фазе I. 

Кривая PB - условная касательная сила, 
при которой происходит выклинивание тра-
ка из грунтового основания. 

Анализ полученных зависимостей позво-
лил идентифицировать три четко выражен-
ные области, соответствующие разным каче-
ственным режимам взаимодействия: 

1. Область малых шагов (T < 0.185 м, левее 
линии AA). В этой зоне кривая PK (срез) про-
ходит ниже кривой P1 (первичное разруше-
ние). Это означает, что для реализации среза 
всего грунта между близко расположенными 
зацепами требуется меньшее усилие, чем для 
инициирования локальной зоны скольжения. 
Следовательно, разрушение происходит по 
нерациональной схеме преждевременного 
среза. Объем вовлекаемого в работу грунта 
мал, его несущая способность используется 
не полностью, что приводит к заниженным 
значениям реализуемой силы тяги. 

2. Область средних шагов (0.185 м < T < 
0.42 м, между линиями AA и BB). В данном 
диапазоне процесс становится двухфазным. 
Сначала, при достижении усилия, соответст-
вующего кривой P1, формируется первичная 
площадка скольжения, выходящая на по-
верхность грунта. Затем, в фазе II, при пере-
формировании этой площадки происходит 
срез оставшейся призмы ненарушенного 
грунта (кривая PK). Это свидетельствует о 
более глубоком и полном вовлечении грун-
тового массива в процесс создания тягового 
усилия. 

3. Область больших шагов (T > 0.42 м, 
правее линии ВВ). В этой области сила, тре-
буемая для выклинивания трака (кривая PB), 
становится лимитирующим фактором, так 
как ее значения оказываются ниже сил среза 
(кривая PK). Предельное состояние наступает 
по механизму выклинивания: трак «въезжа-
ет» посредством вытесняемой призмы грунта 
на грунт ненарушенной структуры ОBAT и 
теряет полный контакт с опорной поверхно-
стью. При этом значительная часть грунта 
между зацепами остается неразрушенной, 
что указывает на неполную реализацию по-
тенциала сцепления.  

Определение оптимальных параметров. 
Анализ графиков показывает, что максималь-
ная сила тяги, при которой происходит одно-
временное исчерпание несущей способности 
по обоим механизмам, достигается при шаге 
T = 0.42 м. В этой точке кривые PK и PB пере-
секаются, а величина силы тяги составляет P 
= 195 кН. Это означает, что при данном шаге 
грунтозацепов несущая способность грунто-
вого основания используется максимально 
полно и равномерно по обоим возможным 
критериям (срез и выклинивание). Следова-
тельно, для данных конкретных условий (тип 
грунта, нагрузка, геометрия зацепа) шаг 0.42 
м является оптимальным. 

 
4. Заключение 

 
В рамках проведенного исследования раз-

работан и апробирован новый аналитический 
метод расчета силы тяги гусеничных машин. 
Его принципиальное отличие от традицион-
ных подходов заключается в учете много-
фазности процесса взаимодействия и поли-
морфности возможных механизмов разру-
шения грунта под траком. Метод не является 
жесткой расчетной схемой, а представляет 
собой алгоритм, позволяющий определить, 
какой из сценариев взаимодействия (мгно-
венный срез, двухфазное разрушение, вы-
клинивание) будет доминировать при задан-
ной комбинации параметров. 

На примере бульдозера Б14 продемонст-
рирована практическая значимость метода. 
Установлена качественная и количественная 
зависимость между шагом грунтозацепов и 
реализуемой силой тяги, выявлены три раз-
личных стадии и определен оптимальный 
шаг, обеспечивающий максимальное исполь-
зование несущей способности грунта. 

Важно подчеркнуть, что полученные оп-
тимальные значения носят частный характер 
и справедливы для конкретных условий мо-
делирования. Однако предложенная методи-
ка обладает универсальностью и может быть 
применена для анализа и оптимизации гусе-
ничных движителей других типов машин, 
работающих в различных грунтовых средах. 

Перспективным направлением дальней-
ших исследований является формализация 
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метода в виде специализированного про-
граммного комплекса. Это позволит автома-
тизировать процесс поиска оптимальных 
геометрических параметров грунтозацепов 
(высоты, шага, угла наклона) и режимов на-

гружения, существенно сократив время и за-
траты на проектирование высокоэффектив-
ных гусеничных движителей, адаптирован-
ных к реальным условиям эксплуатации. 
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Аннотация. Мобильные канатные дороги на базе 
аэромобильных канатных установок являются но-
вой конструктивной разновидностью грузовых и 
грузо-пассажирских канатных дорог для оператив-
ного развертывания транспортно-перегрузочных 
мероприятий в труднодоступных районах и высоко-
горных территориях. В статье выполнен анализ 
технико-организационных возможностей способа 
авиационной доставки необходимого основного и 
вспомогательного технологического оборудования в 
район вблизи места эксплуатации – транспорти-
ровки грузов с помощью грузовых транспортных 
самолетов. Рассмотрены возможные модификации 
российских и зарубежных транспортных и военно-
транспортных самолетов и на основании анализа 
их технических характеристик (размеров грузовых 
отсеков, грузоподъемности, практической дально-
сти) сделаны рекомендации по их использованию, 
исходя из требуемых габаритных размеров и веса 
аэромобильных канатных установок. Базируясь на 
принципе обеспечения универсальности габаритных 
размеров аэромобильных канатных установок в 
транспортном состоянии для комбинированной 
транспортировки различными современными вида-
ми наземного, воздушного и водного транспорта, 
рассмотрены возможности использования авиации 
для перевозки аэромобильных канатных установок, 
габаритные размеры которых соответствуют 
размерам универсальных и авиационных транс-
портных контейнеров. 
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Abstract. Mobile ropeways based on airmobile rope 
units are a new constructive type of cargo and cargo-
passenger ropeways for the rapid deployment of 
transport and overloading activities in hard-to-reach 
areas and high-altitude territories. The article analyzes 
the technical and organizational possibilities of the 
method of aviation delivery of the necessary basic and 
auxiliary technological equipment to the area near the 
place of operation – cargo transportation using cargo 
transport aircraft. Possible modifications of Russian and 
foreign transport and military transport aircraft are 
considered, and based on an analysis of their technical 
characteristics (cargo compartment dimensions, pay-
load capacity, and practical range), recommendations 
are made for their use based on the required overall 
dimensions and weight of airmobile rope units. Based on 
the principle of ensuring the universality of the overall 
dimensions of airmobile rope units in transport condi-
tion for combined transportation by various modern 
types of land, air and water transport, the possibilities of 
using aviation for the transportation of airmobile rope 
units, the overall dimensions of which correspond to the 
dimensions of universal and aviation transport contain-
ers, are considered. 

Ключевые слова: мобильная канатная дорога,          
аэромобильная канатная установка, транспортный 
самолет, авиационный контейнер. 
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1. Введение 

 
Аэромобильные канатные установки 

предназначены для развертывания на их ос-
нове мобильных канатных дорог для пре-
имущественного использования на отдален-
ных и предварительно необорудованных 
территориях, характеризующихся весьма 
низкой степенью транспортной доступности, 
технология их перебазирования и разверты-
вания на новом месте эксплуатации является 
достаточно сложной и неоднозначной техни-
ко-экономической задачей [1, 2]. Как прави-
ло, для этого необходимо использовать не-
скольких видов транспортных средств до-
ставки аэромобильных канатных установок, 
а также обслуживающего их работу вспомо-
гательного технологического оборудования 
и средств жизнеобеспечения эксплуатацион-
но-технического персонала. Могут быть ис-
пользованы практически все известные виды 
грузового транспорта – автомобильный, воз-
душный (с помощью самолетов и вертоле-
тов), водный (с помощью речных и морских 
судов) и железнодорожный. Такая муль-
титранспортная доставка аэромобильных ка-
натных установок к новому месту разверты-
вания мобильной канатной дороги в обяза-
тельном порядке требует, чтобы массогаба-
ритные характеристики этих установок в 
транспортном состоянии отвечали всем тем 
требованиям, которые предъявляются нор-
мативно-распорядительными документами, 
регламентирующими перевозку грузов авто-
мобильным [3], воздушным [4], железнодо-
рожным [5] и водным [6] транспортом.  

В каждом конкретном случае технология 
перебазирования и доставки аэромобильных 
канатных установок может быть реализована 
на основе нескольких альтернативных вари-
антов, отличающихся различным сочетанием 
и чередованием использования возможных 
видов транспортных средств, с учетом гео-
графических и рельефных особенностей ре-
гиона, технических, организационных и эко-

номических возможностей, а также террито-
риального размещения транспортной инфра-
структуры (сети автомобильных или желез-
ных дорог, водных путей, наличия аэропор-
тов или вертолетных площадок и др.).  

В [1] были предложены и проанализиро-
ваны возможные варианты использования 
различных средств доставки при перебази-
ровании мобильной канатной дороги с 
предыдущего места эксплуатации к новому 
месту развертывания. Всего было разработа-
но 14 альтернативных вариантов, причем из 
них 4 варианта предполагают использование 
воздушного транспорта (грузовых транс-
портных самолетов). Это ограниченное ис-
пользование воздушного транспорта обу-
словлено тем, что транспортные самолеты 
приемлемой грузоподъемности не могут рас-
сматриваться в качестве транспорта доставки 
«последней мили» в отличие от грузовых 
транспортных вертолетов [7] или специаль-
ных колесных шасси повышенной проходи-
мости [8].  

В настоящее время самолет является 
наиболее распространенным видом пасса-
жирского, грузового и грузопассажирского 
воздушного транспорта при необходимости 
скорой доставки пассажиров или грузов на 
значительное расстояние [9]. Поэтому функ-
циональной нишей при использовании 
транспортных самолетов для доставки аэро-
мобильных канатных установок является их 
оперативная транспортировка на значитель-
ные расстояния в пределах крупного госу-
дарства (в частности, России и т.п.), межго-
сударственная или межконтинентальная до-
ставка в зоны природных или техногенных 
катастроф. 

 
2. Анализ грузовых возможностей  

современных самолетов 
 
В число стран-производителей авиацион-

ной техники, способной перевозить доста-
точно крупногабаритные и тяжелые про-
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мышленные грузы входят такие, как СССР / 
Российская Федерация (Объединенная 
авиастроительная корпорация [10], включа-
ющая ПАО «Авиационный комплекс им. 
С.В. Ильюшина» [11], АО «Туполев» [12] и 
др.), Бразилия (Embraer [13]), Великобрита-
ния (Short Brothers [14]), Германия (Dornier 
Aircraft [15]), Западная Европа (Airbus [16]), 
США (Boeing [17], Lockheed [18], McDonell 
Douglas [19], Cessna Aircraft [20], Fairchild 
Aircraft Ltd. [21]), Испания / Индонезия 
(EADS CASA [22] / Indonesian Aerospace 
[23]), Италия (Alenia Aeronautica [24]), Канада 
(de Havilland Canada [25]), Китай (Xian 
Aircraft Industrial Corporation [26], Shaanxi 
Aircraft Corporation [27]), Нидерланды (Fokker 
[28]), Франция (Dassault Aviation [29]), Япо-
ния (Kawasaki Aerospace Company [30]). 

Для транспортировки аэромобильных ка-
натных установок и сопутствующего техно-
логического оборудования мобильных ка-
натных дорог должны использоваться транс-
портные самолеты. От пассажирских грузо-
вые самолёты отличаются упрощённым бы-
товым оборудованием, увеличенными раз-
мерами грузовых помещений, наличием 
больших грузовых люков, более прочным 

полом, установкой на борту средств механи-
зации погрузочно-разгрузочных работ [31]. 
Однако исследования [32] показали отсут-
ствие экономической целесообразности про-
ектирования и постройки чисто транспорт-
ных самолетов, вследствие чего в настоящее 
время используются самолеты, совмещаю-
щие пассажиро-грузовые функции: 

- грузовой вариант пассажирского само-
лета; 

- военно-транспортный самолет; 
- военно-гражданский транспортный са-

молет.  
В настоящее время в Российской Федера-

ции в качестве транспортных используются 
военно-транспортные самолеты. Важной 
особенностью отечественных транспортных 
самолетов (Ан-12, Ан-22, Ан-26, Ан-74, Ан-
124, Ил-76) является возможность их посад-
ки и взлета с грунтовых аэродромов. Основ-
ные технические характеристики отече-
ственных военно-транспортных самолетов, 
определяющие их возможности по транспор-
тировке аэромобильных канатных установок 
и сопутствующего технологического обору-
дования мобильных канатных дорог, приве-
дены в табл. 1. 

Таблица 1 
Основные технические характеристики отечественных военно-транспортных самолетов [33-37] 

Техническая 
характеристика 

Значение характеристики для модификации 
Ан-26 Ил-112В Ан-12 Ил-276 Ил-76 

Экипаж, чел. 6 2 6-7 3 5 
Грузоподъемность, кг 5500 5000 21000 20000 60000 
Взлетная масса, т 
   - нормальная 
   - максимальная 

 
22,0 
24,0 

 
20,4 
21,0 

 
55,1 
61,0 

 
 

68,0 

 
 

210,0 
Скорость, км/ч 
   - максимальная 
   - крейсерская 

 
540 
435 

 
550 
500 

 
660 
570 

 
870 
800 

 
 

850 
Практическая дальность, км 2660 1200 3600 2000 4000 
Практический потолок, м 7300 7600 8600 12000 13700 
Длина разбега, м 870 870 1230 1450 2000 
Длина пробега, м 650 600 1125 1350 1000 
Потребная длина взлетно-
посадочной полосы, м 

1800 1200 2200  2150 

 
За рубежом в качестве транспортных ис-

пользуются грузовые варианты пассажир-
ских самолетов и военно-транспортные са-
молеты. В настоящее время используется до-

статочно большое число модификаций воен-
но-транспортных и многоцелевых самолетов 
[38]. Основные  технические  характеристи-
ки  ряда транспортных  самолетов иностран-
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ных фирм-производителей, определяющие 
их возможности по транспортировке аэро-
мобильных канатных установок и сопут-

ствующего технологического оборудования 
мобильных канатных дорог, приведены в 
табл. 2 и 3. 

 
Таблица 2 

Основные технические характеристики иностранных транспортных самолетов средней         
грузоподъемности [39 - 43] 

Техническая 
характеристика 

Значение характеристики для модификации 
C-212   

Aviocar 
C-23 Sherpa CN-235 F.50        

Troopship 
 C-27J 
Spartan 

Фирма CASA Short CASA/IPTN Fokker Alenia 
Страна Испания Англия Испания 

Индонезия 
Нидерланды Италия 

Экипаж, чел. 2 2-3 3 3 2 
Грузоподъемность, кг 3000 3175 6000 6080 9000 
Взлетная масса, т 
   - нормальная 
   - максимальная 

 
 

8,0 

 
10,4 
11,7 

 
 

16,5 

 
 

20,8 

 
25,8 
30,5 

Скорость, км/ч 
   - максимальная 
   - крейсерская 

 
370 
354 

 
 

352 

 
 

454 

 
 

522 

 
602 
583 

Практическая дальность, км 835 1240 4355 3030 1852 
Практический потолок, м 7925 6095 8110 7620 9144 
Длина разбега, м 610 1200 1200  580 
Длина пробега, м 285 1000 700  340 

 
Таблица 3 

Основные технические характеристики иностранных транспортных самолетов большой         
грузоподъемности [44 - 48] 

Техническая 
характеристика 

Значение характеристики для модификации 
C-40      

Clipper 
KC-390 C-2 Xian       

Y-20 
C-17 

Globemaster  
Фирма Boeing Embraer Kawasaki XAC McDonnell 

Douglas 
Страна США Бразилия Япония Китай США 
Экипаж, чел. 4-6 2 3 3 3-4 
Грузоподъемность, кг 18100 23000 37000 66000 77500 
Взлетная масса, т 
   - максимальная 

 
77,6 

 
81,0 

 
141,4 

 
220,0 

 
265,0 

Скорость, км/ч 
   - максимальная 
   - крейсерская 

 
534 

 

 
850 
600 

 
980 
890 

 
918 
830 

 
833 
648 

Практическая дальность, км 9300 4815 5600 4500 5000 
Практический потолок, м 12000 10973 12200 13000 13715 
Длина разбега, м     2360 
Длина пробега, м     915 
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Перевозка аэромобильных канатных 
установок и сопутствующего технологиче-
ского оборудования мобильных канатных 
дорог самолетами возможна только внутри 
их фюзеляжа в грузовых отсеках. 

В настоящее время в конструкциях транс-
портных самолетов используются три подхода 
к загрузке крупногабаритного транспортируе-
мого груза в их грузовые отсеки: 

- в передний грузовой отсек путем отки-
дывания вверх носовой части фюзеляжа, 
включая кабину пилотов; 

- в задний грузовой отсек через наклон-
ную грузовую дверь (рампу), расположен-
ную в хвостовой части фюзеляжа; 

- боковая загрузка в грузовой отсек через 
грузовую дверь, расположенную в боковой 
стенке центральной части фюзеляжа.  

В сверхтяжелых транспортных самолетах 
грузовой отсек по длине может проходить 
через весь фюзеляж или могут выполняться 

два грузовых отсека, вследствие чего преду-
смотрены два варианта загрузки транспорти-
руемого груза. В первом случае загрузка мо-
жет проводиться либо через наклонную гру-
зовую дверь в хвостовой части фюзеляжа, 
либо путем откидывания вверх носовой ча-
сти фюзеляжа. Примером реализации такой 
загрузки является самолет Ан-124, подни-
мающий 120 т полезной нагрузки. Во втором 
случае загрузка может проводиться в каж-
дый грузовой отсек по различным вариан-
там. Например, в самолете Boeing 747, под-
нимающий 110 т полезной нагрузки, загрузка 
в большой грузовой отсек производится пу-
тем откидывания вверх носовой части фюзе-
ляжа, а в малый - через грузовую дверь в бо-
ковой стенке центральной части фюзеляжа.  

Размеры грузовых отсеков и дверей в 
грузовые отсеки отечественных и ряда зару-
бежных транспортных самолетов приведены 
в табл. 4.  

Таблица 4 
Размеры грузовых отсеков и дверей в грузовые отсеки отечественных и зарубежных              

транспортных самолетов [50 - 52] 

Модификация      
 самолета 

Вариант  
загрузки1 

Габаритные размеры, м Объем, 
м3 

Полезная 
нагрузка, т отсека2 двери3 

Saab 340 3 11,2 /1,62 /1,7 1,3 /1,28 35 3,8 
Ан-26 2 11,1 /2,2 /1,6 2,1 /2,1 45 6 
Fokker 27 3 13,36 /2,1 /1,9 2,28 /1,75 58 6 
Ан-74 2 10,0 /2,15 /2,1 1,1 /2,1 45 8 
Boeing 737 3 21,0 /3,1 /2,2 3,4 /2,15 105 16 
Ан-12 2 13,5 /3,0 /2,4 3,0 /2,4 90 18 
Lockheed 100-30 2 17,0 /3,02 /2,74 3,02 /2,74 140 21 
Ту-204 3 29,5 /3,25 /2,8 3,4 /2,0 178 28,5 
Boeing 757 3 33,2 /3,53 /2,18 3,4 /2,18 185 39 
Airbus 300 B4 3 39,0 /4,77 /2,23 3,58 /2,56 280 43,5 
Douglas DC-8 3 34,0 /3,17 /2,03 3,55 /2,0 200 45 
Ил-76 2 18,5 /3,3 /3,25 3,3 /3,25 175 47 
Ан-22 2 26,4 /4,3 /4,1 2,2 /1,6 650 50 
Douglas DC-10 3 37,25 /3,56 /2,34 3,5 /2,54 450 65 
McDonnell Douglas  
MD-10 

3 48,0 /3,5 /2,45 3,55 /2,55 640 80 

Boeing 747 1, 3 49,0 /4,8 /3,04 3,25 /3,1 750 110 
Ан-124 1, 2 36,5 /6,2 /4,2 6,2 /4,1 800 120 
Примечания: 1 - 1 - путем откидывания вверх носовой части фюзеляжа; 2 - через грузовую 

дверь в хвостовой части фюзеляжа; 3 - через грузовую дверь в боковой стенке 
центральной части фюзеляжа; 
2 – длина / ширина / высота; 
3 – ширина / высота. 
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Для облегчения проведения погрузочно-
разгрузочных работ в грузовой отсек транс-
портного самолета и швартовки грузов с це-
лью исключения их смещения во время по-
лета, как правило, используется специализи-
рованное грузоподъемное и такелажное обо-
рудование [49]. 

Это транспортное оборудование входит в 
состав штатного оборудования самолета. В со-
став транспортного оборудования входят [53]: 

- погрузочно-разгрузочное оборудование, 
предназначенное для загрузки и выгрузки 
самоходной техники на гусеничном и колес-
ном шасси, несамоходной колесной и беско-
лесной техники, грузовых платформ, поддо-
нов, контейнеров, унифицированных авиа-
ционных контейнеров различных типоразме-
ров и др.; 

- швартовочное оборудование, предна-
значенное для надежного крепления транс-
портируемых грузов и техники к полу в гру-

зовом отсеке самолете во время полета с по-
мощью цепей, сеток или ремней; 

- легкосъемное рольганговое оборудова-
ние, предназначенное для удобства проведе-
ния погрузочно-разгрузочных работ и швар-
товки авиационных контейнеров и поддонов. 

В составе погрузочно-разгрузочного обо-
рудования различают: 

- нижнее погрузочное оборудование, 
включающее стационарные или передвиж-
ные грузовые лебедки, погрузочные блоки и 
другое оборудование для сборки полиспаст-
ных схем; 

- верхнее погрузочное оборудование, 
включающее тельферы или бортовые погру-
зочные краны, грузовые балки, стропы и др. 

В табл. 5 приведена краткая характери-
стика бортового погрузочно-разгрузочного 
транспортного оборудования ряда отече-
ственных транспортных самолетов. 

 
Таблица 5 

Бортовое погрузочное оборудование отечественных транспортных самолетов [52, 54, 55] 

Модификация  
самолета 

Характеристика бортового  
погрузочного оборудования 

Ан-26 Кран-балка грузоподъемностью до 1,5 т 
Ан-74 Бортовой погрузчик грузоподъемностью до 2,5 т 
Ан-12 Бортовой погрузчик грузоподъемностью до 2,5 т; лебедка для 

затаскивания несамоходного груза в грузовой отсек 
Ил-76 Верхнее погрузочное оборудование: 2 бортовые электролебедки 

тягой по 3 т; 4 электротельфера грузоподъёмностью по 3 т. Рам-
па позволяет загружать колесную и гусеничную технику и при-
цепы своим ходом. Опускаемая рампа может применяться для 
погрузки длинных и высоких автомобилей 

Ан-22 Четыре электротельфера грузоподъемностью по 2,5 т 
Ан-124 Бортовые передвижные краны (две балки с двумя тельферами, 

каждый из которых оборудован двумя грузоподъёмными крюка-
ми) и другое погрузочно-разгрузочное оборудование общей гру-
зоподъемностью 20 т; грузовая лебедка; швартовочное оборудо-
вание и рельсовые системы (похожие на железнодорожные рель-
сы); платформы различной конструкции и грузоподъемности. 
При оборудовании бортовых кранов специальной системой 
подъёма груза их грузоподъёмность с учётом ограничений уве-
личивается до 30 т. Рампа позволяет загружать колесную и гусе-
ничную технику и прицепы своим ходом. Опускаемая рампа мо-
жет применяться для погрузки длинных и высоких автомобилей 
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3. Возможности размещения  
аэромобильных канатных установок в 

грузовых отсеках самолетов 
 

Для перевозки грузов воздушным транс-
портом с помощью современных транспорт-
ных самолетов используются универсальные 
авиационные контейнеры.  

Применительно к использованию на рос-
сийских транспортных самолетах их иден-
тификация содержится в ГОСТ 20917-87 
[56]. Массогабаритные характеристики авиа-
ционных контейнеров, использующихся са-

молетами отечественных фирм-производи-
телей, приведены в табл. 6. 

Транспортные самолеты зарубежных 
фирм-производителей ориентированы на ис-
пользование контейнеров на основе универ-
сальных паллет. В табл. 7 приведены мас-
согабаритные характеристики авиационных 
контейнеров на основе универсальных пал-
лет, использующихся самолетами зарубеж-
ных фирм-производителей [51, 57]. Специ-
фикация паллет соответствует классифика-
ции Международной ассоциации воздушно-
го транспорта IATA. 

Таблица 6 
Массогабаритные характеристики авиационных контейнеров                                                      

для отечественных транспортных самолетов  [56] 

Тип 
контейнера 

Габаритные размеры, мм Внутренний 
объем, м3 

Масса        
брутто, кг длина ширина высота 

УАК-5 2991 
2438 2438 

14,15 5670 
УАК-10 6058 29,60 11340 
УАК-20 12192 60,60 20410 

 
Таблица 7 

Массогабаритные характеристики авиационных контейнеров                                                        
для зарубежных транспортных самолетов [51, 57] 

Тип 
контейнера 

Габаритные размеры, мм Внутренний 
объем, м3 

Масса        
брутто, кг длина ширина высота 

PYB Q6 1400 2438 2438 8,3  
FLA (P9P) 

3175 

1534 1626 7,0 3175 
PMC LD 

2438 

11,5 4626 
AMA (P6P) 2438 18,9 6804 
PMC Q6  
PMC Q7 2997 21,2  
PYB Q7  
PZA Q6 

4978 2438 
1626 19,7  

PGA/PGF Q7 2438 29,5  
PZA Q7  
PGA/PGF Q6 6058 2438 2438 36,0  

 
В [58] была предложена методика коли-

чественной оценки длины концевой опоры 
аэромобильной канатной установки, кото-
рую можно разместить внутри прямоуголь-
ного транспортного контейнера. При этом 
было рассмотрено 4 возможных варианта ее 
компоновки в пределах контейнера и 2 кон-
структивных варианта самой опоры – одно- 
и двухсекционной конструкции [1]. Для со-
здания концевых опор двухсекционной кон-

струкции аэромобильных канатных устано-
вок может быть использован опыт проекти-
рования грузоподъемных стрел переменной 
длины для крановых установок стрелового 
типа на базе мобильных колесных, гусенич-
ных или путевых машин. Для удлинения 
концевой опоры относительно ее транспорт-
ной длины возможны два подхода: 

1) телескопирование концевой опоры, 
вследствие чего ее конструкция будет анало-
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гична конструкции телескопируемых стрел, 
представленных в [59 - 61]; 

2) надстройка концевой опоры с помо-
щью отдельной дополнительной секции по 
аналогии с удлинением стрел грузоподъем-

ных кранов за счет использования дополни-
тельных секций-вставок [62 - 64]. 

В табл. 8 приведены ориентировочные 
значения длины концевой опоры при ис-
пользовании универсальных авиационных 
контейнеров различных типоразмеров. 

 
Таблица 8 

Ориентировочная длина концевой опоры при использовании универсальных авиационных 
контейнеров различных типоразмеров 

Тип 
контейнера 

Ориентировочная длина концевой опоры, м 
вариант 1 вариант 2 вариант 3 вариант 4 

Односекционная концевая опора 
PYB Q6 1,2 2,3 2,3 3,0 
УАК-5 2,4 3,1 3,1 3,7 
FLA (P9P) 

2,6 

2,8 2,9 3,1 
PMC LD 3,2 2,9 3,5 
AMA (P6P), PMC Q6 3,2 3,2 3,8 
PMC Q7, PYB Q7 3,2 3,2 4,0 
PZA Q6 4,0 4,4 4,2 4,6 
PGA/PGF Q7, PZA Q7 4,4 4,4 4,9 
УАК-10, PGA/PGF Q6 4,9 5,2 5,2 5,6 
УАК-20 9,8 10,0 10,0 10,2 

Двухсекционная концевая опора 
PYB Q6 2,3 4,5 4,5 6,0 
УАК-5 4,8 6,2 6,2 7,3 
FLA (P9P) 

5,1 

5,6 5,7 6,2 
PMC LD 5,7 5,7 6,9 
AMA (P6P), PMC Q6 5,7 6,4 7,5 
PMC Q7, PYB Q7 5,7 6,4 8,0 
PZA Q6 8,0 8,9 8,4 9,2 
PGA/PGF Q7, PZA Q7 8,9 8,9 9,7 
УАК-10, PGA/PGF Q6 9,7 10,4 10,4 11,2 
УАК-20 19,5 19,9 19,9 20,3 

 
В [65, 66] был выполнен анализ функци-

ональных возможностей однопролетных ма-
ятниковых мобильных канатных дорог на 
базе автономных самоходных колесных шас-
си высокой грузоподъемности и проходимо-
сти. Результаты этого анализа вполне при-
годны для оценки функциональных возмож-
ностей однопролетных маятниковых мо-
бильных канатных дорог на базе аэромо-
бильных канатных установок. На рис. 1 
представлены данные, дающие представле-
ние о допустимой длине (в горизонтальной 
плоскости) пролета однопролетной канатной 
дороги в зависимости от длины концевой 

опоры и угла наклона трассы в вертикальной 
плоскости для двух значений веса транспор-
тируемого груза – 10 и 20 кН. Эти данные 
получены на основе обработки результатов 
численных расчетов, приведенных в  [65, 66]. 

Анализ графиков на рис. 1 показывает, 
что использование универсальных авиаци-
онных контейнеров, позволяющих выпол-
нить доставку аэромобильных канатных 
установок с длиной концевой опоры свыше 
4…5 м, дают возможность развернуть одно-
пролетные мобильные канатные дороги с до-
статочно приемлемой длиной пролета. При 
этом развертывание таких дорог на террито-
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риях с достаточно сложным рельефом (т.е. с 
большим значением угла наклона профиля 
поверхности и, соответственно, наклона 

трассы дороги) является более благоприят-
ным. 

 

 
Рис. 1. Допустимая длина пролета однопролетной канатной дороги в зависимости от длины 

концевой опоры и угла наклона трассы: а - вес груза 10 кН; б – вес груза 20 кН 
(1 – угол наклона 10о; 2 – 20о; 3 – 30о; 4 – 40о; 5 – 50о; 6 – 60о) 

 
4. Заключение 

 
Российские авиационные контейнеры 

УАК-5 и УАК-10 имеют согласованные га-
баритные размеры с универсальными 20-
фунтовыми контейнерами 1D и 1C ИСО се-
рии 1, а авиационный контейнер УАК-20 – с 
40-фунтовым контейнером 1A. Однако раз-
решенная масса брутто контейнеров с оди-
наковыми габаритными размерами для авиа-
ционных перевозок значительно меньше, чем 
для наземных перевозок: масса брутто кон-
тейнеров УАК-5, АУК-10 и УАК-20 меньше 
массы брутто сравнимых транспортных кон-
тейнеров ИСО серии 1 в 1,8, 2,7 и 1,5 раза 
соответственно. Это обусловлено разницей 
технических характеристик погрузочно-
разгрузочного оборудования, используемого 
при загрузке наземных и воздушных транс-
портных средств: грузоподъемность борто-
вых погрузочных устройств современных 
транспортных самолетов, как правило, не 
превышает 2,5 т, а для загрузки контейнеров 
большей массы используются грузовые ле-
бедки и легкосъемное рольганговое обору-
дование.  

Авиационные контейнеры, применяющи-
еся для загрузки грузовых отсеков транс-
портных самолетов зарубежных фирм-
производителей, в целом ориентированы на 

габаритные размеры универсальных транс-
портных контейнеров, однако характеризу-
ются большим разнообразием размеров и 
формы верхней части. Это обусловлено 
необходимостью более эффективного ис-
пользования конфигурации пространствен-
ного исполнения грузовых отсеков конкрет-
ных модификаций транспортных самолетов.  

Длина авиационных контейнеров заметно 
меньше длины универсальных транспортных 
контейнеров ИСО серии 1. авиационные 
контейнеры по своей длине соответствуют 
наименее грузоподъемным 20-футовым кон-
тейнерам ИСО серии 1. Исключение состав-
ляет лишь авиационный контейнер УАК-20, 
длина которого сравнима с длиной 40-
футового контейнера 1A. В авиационных 
контейнерах можно разместить концевую 
опору меньшей длины, негативно сказывает-
ся на грузо-пространственных характеристи-
ках однопролетных мобильных канатных 
дорог маятникового типа.  

Таким образом, воздушный транспорт 
(грузовые транспортные самолеты) вполне 
может быть использован для доставки аэро-
мобильных канатных установок на пригод-
ные аэродромы вблизи районов развертыва-
ния мобильных канатных дорог с последую-
щей их перегрузкой на вертолеты или само-
ходные колесные или гусеничный шасси для 
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окончательной доставки на место эксплуата-
ции. Возможность использования вертолетов 
в качестве транспорта «последней мили» 
обеспечивает создание мобильных канатных 
дорог практически в любых природно-
географических и климатических условиях 
независимо от степени транспортной до-

ступности требуемого места эксплуатации. 
При этом целесообразно использовать уни-
версальные авиационные контейнеры, габа-
ритные размеры которых близки к размерам 
универсальных транспортных контейнеров 
ИСО серии 1.       
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Аннотация. Одним из основных параметров гидро-
привода перемещения рабочего органа строитель-
но-дорожных машин является скорость перемеще-
ния поршня гидроцилиндра. В настоящее время ско-
рость перемещения выбирается рядом известных 
способов и равна 0,2-0,38 м/с. Практика эксплуата-
ции строительно-дорожных машин показывает, 
что такие скорости являются недостаточными. К 
достоинствам системы управления с гидроаккуму-
лятором можно отнести возможность изменения 
скорости перемещения рабочего органа и упроще-
ние конструкции гидрораспределителя. Сформули-
рованы и представлены преимущества применения 
аккумулятора в гидроприводе бульдозера. В работе 
отражены расчетная схема работы привода с гид-
роаккумулятором без соединения со штоковой по-
лостью и схема с включением гидроаккумулятора 
вместе со штоковой полость. Выделены основные 
параметры насосно-аккумуляторного привода, от 
которых напрямую зависит производительность и 
эффективность работы машины. К таким пара-
метрам отнесены: максимальное и минимальное 
давление аккумулятора, давление предварительной 
зарядки, полезный объем аккумулятора, конструк-
тивный объем аккумулятора. Выведены расчетные 
зависимости для определения основных параметров 
насосно-аккумуляторного привода. Представлены 
некоторые результаты теоретических исследова-
ний. Графически представлены зависимости влия-
ния зарядки гидроаккумулятора на параметры при-
вода и влияние пригруза на параметры привода с 
гидроаккумулятором по положению рабочего орга-
на. Теоретически доказано, что предложенные схе-
мы позволяют увеличить скорость вертикального 
перемещения рабочего органа. 
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Abstract. One of the main parameters of the hydraulic 
drive for moving the working element of road construc-
tion machines is the speed of movement of the hydraulic 
cylinder piston. Currently, the speed of movement is 
selected by a number of known methods and is equal to 
0.2-0.38 m/s. The practice of operating construction and 
road machinery shows that such speeds are insufficient. 
The advantages of a control system with a hydraulic 
accumulator include the ability to change the speed of 
movement of the working element and a simplified de-
sign of the hydraulic distributor. The advantages of us-
ing an accumulator in a bulldozer hydraulic drive are 
formulated and presented. The work reflects the calcula-
tion scheme of the operation of the drive with a hydrau-
lic accumulator without connection to the rod cavity and 
the scheme with the inclusion of the hydraulic accumu-
lator together with the rod cavity. The main parameters 
of the pump-accumulator drive, on which the productivi-
ty and efficiency of the machine directly depend, are 
highlighted. These parameters include: maximum and 
minimum accumulator pressure, pre-charge pressure, 
useful accumulator volume, and design accumulator 
volume. Calculation dependencies for determining the 
main parameters of the pump-accumulator drive are 
derived. Some results of theoretical studies are present-
ed. Dependencies of the influence of the hydraulic ac-
cumulator charging on the drive parameters and the 
influence of the load on the drive parameters with the 
hydraulic accumulator according to the position of the 
working element are graphically presented. It has been 
theoretically proven that the proposed schemes allow 
increasing the speed of vertical movement of the work-
ing element. 

Ключевые слова: строительно-дорожная машина,, 
бульдозер, гидроаккумулятор, гидропривод, отвал 
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Keywords: road construction machine, bulldozer,     
hydraulic accumulator, hydraulic drive, blade 
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1. Введение  
Значительная доля общего объема земля-

ных работ выполняется строительно-
дорожными машинами. Они успешно при-
меняются как на объектах с небольшим объ-
емом земляных работ, так и на крупных 
стройках, где используются не только как 
вспомогательные агрегаты, но и в качестве 
основных машин для разработки и переме-
щения значительных объемов грунта. Высо-
кая эффективность предопределила их ши-
рокое применение при строительстве кана-
лов, гидроэлектростанций, шоссейных и же-
лезных дорог, а также при добычи полезных 
ископаемых, прокладке нефте- и газопрово-
дов [1]. 

В условиях современного производства 
большое значение приобретает повышение 
рабочих скоростей строительно-дорожных 
машин как одного из важных условий техни-
ческого прогресса в строительстве [2]. 

Непрерывно изменяющиеся условия рабо-
ты строительно-дорожных машин требуют 
установки рациональных систем управления, 
позволяющих выполнить процесс копания на 
оптимальных режимах. При этом для увели-
чения средней рабочей скорости строитель-
но-дорожной машины все большее значение 
играет скорость управляющего воздействия, 
обеспечиваемая оператором через привод 
перемещения рабочего органа [1]. 

 
2. Основная часть 

 
Наибольшая эффективность управления 

процессом копания достигается в тех случа-

ях, когда возможности оператора и парамет-
ры привода перемещения рабочего органа 
наилучшим образом согласованы с характе-
ристиками объекта управления, по характеру 
его нагрузок и требованиям, предъявляемым 
к качеству технологического процесса [3]. 

Целью данного исследования является 
необходимость подтверждения работоспо-
собности применения насосно-аккумуля-
торного привода для отвала бульдозера. 

На рис. 1 представлен общий бульдозера с 
отвалом и рыхлителем в виде рабочего обо-
рудования. 

Наиболее применяемыми являются схемы 
включения гидроаккумулятора приведенные 
на рис. 2 и 3. 

 

 
Рис.1. Общий вид строительно-дорожной 

машины с исполнительными рабочими  ор-
ганами управляемыми гидроприводом 
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Рис. 2. Схема привода с  

гидроаккумулятором и управлением  
через золотник 

 

 
Рис. 3. Схема привода с  

гидроаккумулятором, соединенном  
со штоковой полостью 

 
Работа привода с обычным включением 

гидроаккумулятора видна из схемы, пред-
ставленной на рис. 1. Управление приводом 
перемещения рабочего органа бульдозерного 
агрегата изображенного на схеме, представ-
ленной на рис. 2 осуществляется следующим 
образом. В нейтральном положении золот-
ника распределителя 3 верхняя полость си-
лового цилиндра перекрыта. Гидроаккуму-
лятор соединен со штоковой полостью. 
Насос 5 через автомат разгрузки заполняет 
аккумулятор жидкостью и после достижения 
верхнего предельного давления переключа-
ется на слив. Штоковая полость силового 
цилиндра находится под давлением жидко-
сти, которое распространяется и на поршне-
вую полость до распределителя [4, 5]. 

Таким образом, вся система гидроприво-
да, кроме сливной магистрали от распреде-
лителя, находится под давлением.  

Смещением золотника вниз штоковая и 
поршневая полости силового цилиндра со-
единяются с гидроаккумулятором. Впослед-
ствии разности усилий, развиваемых в ниж-
ней и верхней полостях цилиндра, рабочий 
орган опускается вниз. При этом жидкость 

из штоковой полости перетекает в поршне-
вую, что устраняет разрыв потока жидкости, 
наблюдаемой у насосного и насосно-
аккумуляторного привода в обычной компо-
новке, обеспечивая безкавитационный ре-
жим работы гидропривода [4]. 

Смещение золотника распределителя (3) 
вверх соединит поршневую полость силово-
го цилиндра со сливом, а поршень цилиндра 
будет перемещаться вверх под действием 
жидкости подаваемой из аккумулятора.  

В ходе исследований [6, 7] предложенной 
схемы установлено, что явление податливо-
сти магистралей и сжимаемость жидкости в 
момент переключения распределителя, кото-
рые влияют на запаздывание привода, прак-
тически отсутствуют.  

Достоинством данной схемы привода яв-
ляется также увеличение коэффициента по-
лезного действия насосно-аккумуляторного 
привода. Обычно на перемещение рабочего 
органа вниз больших усилий не требуется, 
но расход жидкости при этом большой. В 
насосно-аккумуляторной схеме в обычном 
исполнении основная энергия аккумулятора 
при заглублении рабочего органа уходит на 
нагрев жидкости, и лишь небольшая ее часть 
совершает полезную работу. В предложен-
ной схеме этот процесс происходит намного 
экономичней [4]. 

Следует отметить также значительное 
упрощение распределителя. Управление пе-
ремещением рабочего органа осуществляет-
ся секционным золотником. Нижняя полость 
силового цилиндра увеличивает объем гид-
роаккумулятора [7]. 

В общем случае применение аккумулято-
ра в гидроприводе позволяет: 

1. Возмещать потерянную производи-
тельность насоса в связи с перегрузкой сило-
вого двигателя (при снижении угловой ча-
стоты вала двигателя). 

2. Компенсировать уменьшение произ-
водительности насоса при перегрузке гидро-
привода и создавать запас энергии для уве-
личения скорости перемещения рабочего ор-
гана. 

3. Обеспечить скорость перемещения 
рабочего органа за счет аккумуляторной 
энергии. 
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4. Сглаживать пульсации давлений в 
напорной гидролинии и соответственно уве-
личить ресурс (в 2 и более раз) работы гиб-
ких рукавов и других элементов гидропри-
вода. 

5. Упростить установленный гидрорас-
пределитель. 

6. Регулировать скорость перемещения 
рабочего органа с большим коэффициентом 
полезного действия чем при насосном при-
воде [2, 8]. 

При выборе рабочих и конструктивных 
параметров гидроаккумулятора руковод-
ствуются в основном стремлением получить 
минимальные значения его объема и веса. 
При этом к основным параметрам насосно-
аккумуляторного привода относятся следу-
ющие: 

2P – максимальное давление аккумулятора, 
при котором происходит переключение 
насоса на слив; 

1P  – минимальное давление аккумулятора, 
при котором происходит подключение насо-
са на зарядку аккумулятора; 

0P  – давление предварительной зарядки гид-
роаккумулятора (давление воздуха в воздуш-
ной полости или усилие затяжки пружины на 
1 см площади поршня гидроцилиндра); 

ПV  – полезный объем аккумулятора; 

КV – конструктивный объем аккумулятора. 
Оптимальные соотношения между давле-

ниями 0P  и 2P  с достаточной для практиче-
ских целей точностью рекомендуются сле-
дующие: 

)(PP  121 ,  (1) 
где δ = 0,15…0,2. 

10 90 P,P  .   (2) 
Причем минимальное давление в аккуму-

ляторе следует принимать не меньше чем 
номинальное давление в гидроцилиндре 

НPP 1 .   (3) 
Выбор и расчет полезного ПV  и конструк-

тивного КV  объемов гидроаккумулятора ре-
комендуется производить исходя из условия 
обеспечения работы исполнительных органов 
гидропривода от насоса и аккумулятора, т.е. 

AН QQQ     (4) 
где Q  – расход в гидросистеме; НQ  – расход 
насоса; AQ  – расход масла из аккумулятора. 

Расход в гидросистеме, выраженный через 
мощность на штоке и давление в напорной 
полости гидроцилиндра может быть опреде-
лен по формуле 

HH P
F

P
NQ  

 ,  (5) 

где НP  – давление в напорной полости гид-
роцилиндра;  – коэффициент полезного 
действия; N  – полезная мощность на штоке; 
  – скорость штока. 

Расход аккумулятора AQ  рекомендуется 
определять через удельный расход насоса q  
с целью выполнения условия компенсации 
израсходованного объема масла аккумулято-
ра ПV  за время 3t  между двумя включениями 
приводов на нагрузку. 

30 tqV П   ,  (6) 

p
A t

tqQ 3
0   ,  (7) 

где   – частота вращения вала насоса; 0  – 
объем коэффициента полезного действия; 

pt – время разрядки аккумулятора на привод: 

Q
Sht A

p


 ,   (8) 
где h  – величина обработанного хода ци-
линдра (рекомендуется принимать maxh ); AS  
– площадь аккумулятора.  

Удельный расход насоса определен исхо-
дя по формуле  














П

H
H hS

QtP

Fq

31


.  (9) 

По величине удельного расхода и 2P  по-
добран тип и марка насоса. Полезный объем 
аккумулятора ПV определен по (12). 

В машиностроении применяются различ-
ные типы аккумуляторов, в основе которых 
присутствуют как пружинные, так и пневма-
тические элементы [9, 10]. 



             Научно-технический вестник Брянского государственного университета, 2025, №4                                             
Nauchno-tekhnicheskiy vestnik Bryanskogo gosudarstvennogo universiteta, 2025, No.4 

                                                                                                                  DOI: 10.22281/2413-9920-2025-11-04-424-431 
 

 
 

428

В пружинный гидроаккумулятор давление 
жидкости создается усилием, развивающим-
ся при сжатии (реже растяжении) пружин. 
Давление жидкости p в пружинных гидроак-
кумуляторах определяется из выражения: 

T
П

П R
S
Pp  ,   (10) 

где ПP – усилие, развиваемое пружиной; ПS  – 
полезная площадь поршня гидроцилиндра; 

TR  – усилие трения поршня о гидроцилиндр, 
)ZZ(СPП  0 ,  (11) 

где C – коэффициент жесткости пружин; 0Z , 
Z  – начальное и текущее значение положе-
ния поршня гидроцилиндра. 

В пружинном гидроаккумуляторе накап-
ливающийся объем рабочей жидкости ПV  
зависит от площади поршня F  или разности 
площадей поршня и штока и его перемеще-
ния Z  

ZFVП  .   (12) 
Задавшись значениями диаметров акку-

муляторов и рассчитав после определения 
необходимого объема ПV  аккумулятора, 
можно найти перемещение его поршня или 
деформацию пружины 

F
VZ П .  (13) 

При заданных величинах наибольшего 2P  
и минимального 1P  давлений жидкости в 
гидроуккумуляторе величина хода поршня 
зависит от жесткости пружины С . 

C
FPFP

Z


 12 .  (14) 

Принимая перемещение поршня Z  из 
условия необходимого объема гидроаккуму-
ляторе, получим 

ПV
FPC 


 ,   (15) 

где 12 PPP  . 
Пружинные гидроаккумуляторы обеспе-

чивают соответствующие давление и расход 
жидкости при определенных значениях 
жесткости пружины. 

В результате расчета пружины должны 
быть получены следующие основные данные: 

D  – средний диаметр пружины; d – диаметр 
проволоки; h  – шаг пружины, j  – число ра-
бочих витков; C  – жесткость пружины; ПP  – 
усилие; z  – деформация пружины.  

При расчете пружины из конструктивных 
соображений принимается средний диаметр 
пружины [11] 

dDD a  21 22  ,  (16) 
где 1 и 2  – толщина стенки аккумулятора и 
зазора между цилиндром аккумулятора и 
пружиной; aD  – диаметр поршня аккумуля-
тора. 

Рабочие формулы для расчета пружин 
сжатия-растяжения, приведенные ниже, бази-
руются на известных зависимостях [12, 13]: 

  



 3
8

dG
pD П ,   (17) 

где   – касательное напряжение (при круче-
нии); 5108G  кг/см2 – модуль сдвига.  

Диаметр проволоки пружины определяет-
ся по зависимости: 

 
ПDP,d 3371 .   (18) 

Деформация пружины z  

C
PF

z p 2
 ; C

PFz 2
0


   (19) 

Число рабочих витков равно  

CD
dGi





8

4

.  (20) 

Общее число витков  
20  ii .   (21) 

Шаг пружины 

i
zd,h  11 .  (22) 

Длина пружины в свободном состоянии  
dihl  .   (23) 

Длина пружины при давлении в аккуму-
ляторе 2P  

C
FPll 2

0    (24) 

при 1P  

C
FPll' 1

0  .   (25) 

Длина заготовки (проволоки или прутка) 
023 iD,L  .   (26) 
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Так как цилиндр гидроаккумулятора в за-
висимости от конструкции пружинного ак-
кумулятора является своего рода гильзой, 
оценку устойчивости сжатия можно не про-
изводить. 
 

3. Результаты исследования 
 

Предварительная зарядка аккумулятора и 
максимальное давление жидкости оказывают 
большое влияние на динамические парамет-
ры привода. Значения динамических пара-
метров привода рабочего органа с гидроак-
кумулятором при различном давлении жид-
кости приведены на рис. 4.  

 

 
Рис. 4. Влияние пригруза на параметры  

привода с гидроаккумулятором по  
положению рабочего органа (аккумулятор  

и насос НШ-32): 1– Пt ; 2 – k; 3 – τ 
 

Из рис. 4 можно сделать вывод, что 
наибольшее изменение происходит за время 
запаздывания привода τ, которое при макси-
мальном давлении жидкости в гидроаккуму-
ляторе примерно равно 0,076 с. При этом 
необходимо отметить, что в общем случае, по 
сравнению с насосным приводом, время за-
паздывания значительно ниже. Время пере-
ходного процесса Пt  по исследуемым пара-
метрам изменяется от 0,31 с. до 0,58 с. Отно-
сительно большее значение времени переход-
ного процесса объясняется колебательным 
характером перемещения рабочего органа.  

Таким образом, на характеристику приво-
да перемещения рабочего органа с гидроак-
кумулятором, включенным в штоковую по-
лость силового цилиндра, основное влияние 
оказывает величина предварительного дав-
ления зарядки аккумулятора.  

Влияние пригруза на изменение времени 
переходного процесса представлено на рис. 
5. С увеличением пригруза коэффициент 
усиления k изменяется незначительно по 
сравнению с насосным приводом. Несколько 
уменьшается время запаздывания. 

 

 
Рис.5. Влияние зарядки гидроаккумулятора 

на параметры привода по положению  
рабочего органа: 1– k; 2 – τ; 3 – Пt  

 
С увеличением пригруза на рабочем ор-

гане коэффициент усиления несколько сни-
жается, время переходного процесса увели-
чивается. Необходимо отметить, что измене-
ние показателей привода от пригруза значи-
тельно ниже, чем в других системах привода.  

В результате проведенных исследований 
предложенной схемы (рис. 2) установлено, 
что явление сжимаемости в момент пере-
ключения распределителя, которое влияет на 
запаздывание привода, практически отсут-
ствует. Достоинством данной схемы привода 
является также увеличение коэффициента 
полезного действия насосно-аккумулятор-
ного привода.  
 

4. Обсуждение и выводы 
 

Наличие гидроаккумуляторов позволяет 
не только снизить мощность применяемых 
на базовых машинах гидронасосов, но и в 
значительной степени повысить скорость 
перемещения рабочего органа.  

В результате проведенной работы уста-
новлено: 

1. Показатели привода (скорость пере-
мещения, запаздывание  и время переходно-
го процесса) носят более стабильный харак-
тер при установке привода перемещения ра-
бочего органа с гидроаккумулятором, вклю-
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ченным в штоковую полость силового ци-
линдра.  

2. К достоинствам системы управления с 
гидроаккумулятором следует отнести  воз-
можность изменения перемещения рабочего 
органа и упрощение конструкции гидрорас-
пределителя. 

3. Результаты исследований гидроакку-
муляторного привода перемещения рабочего 
органа бульдозера позволяют рекомендовать 
установку гидроаккумулятора включенного 
непосредственно в штоковую полость ци-
линдра. 
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ЭКСПЕРИМЕНТАЛЬНОЕ И ТЕОРЕТИЧЕСКОЕ ИССЛЕДОВАНИЕ ОСАДОК 

МОДЕЛЕЙ БУРОНАБИВНЫХ СВАЙ 
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Аннотация. Целью статьи является проверка 

применимости к мелкомасштабным моделям свай 

общепринятой методики расчета значения осадки 

для свай, используемых при строительных работах. 

В статье рассмотрены и проанализированы 

существующие методики определения значения 

осадки свай. Дана краткая характеристика 

методов, использующих полуэмпирические 

зависимости, без учета закономерностей механики 

грунтов, инженерных методов расчета, 

опирающихся на принципы механики грунтов, а 
также численных методов расчета, базирующихся 

на принципах механики. Для решения задачи 

экспериментального определения значения осадки 

был проведен эксперимент на моделях 

буронабивных свай, выполненных в форме 

металлического стержня. Исследования были 

проведены в пучинистом мелкодисперсном суглинке, 

находящемся в мерзлом состоянии. В качестве 

материала для заливочного бетона были 

использованы гравий малых фракций, песок, цемент 

и соль. Контроль температуры на различных 
глубинах грунта осуществлялся метеостанцией с 

выносным датчиком при помощи специальной 

скважины для измерения температур. После 

приложения к моделям свай трёхступенчатой 

статической нагрузки были получены зависимости 

значения вертикальной осадки моделей свай от 

значения статической вдавливающей нагрузки. 

Затем был проведен теоретический расчет 

значений осадки для выбранных моделей свай по СП 

24.13330.2011 и осуществлено сравнение 

полученных теоретических и экспериментальных 

значений.  
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Abstract. The purpose of the article is to verify the ap-

plicability to small-scale pile models of the generally 

accepted methodology for calculating the precipitation 

value for piles used during construction work. The arti-

cle discusses and analyzes the existing methods for de-

termining the value of pile precipitation. A brief descrip-

tion of methods using semi-empirical dependencies is 

given, without taking into account the laws of soil me-

chanics, engineering calculation methods based on the 

principles of soil mechanics, as well as numerical calcu-

lation methods based on the principles of mechanics. To 
solve the problem of experimentally determining the 

precipitation value, an experiment was conducted on 

models of abrasive piles made in the form of a metal 

rod. The studies were carried out in deep, finely dis-

persed loam, which was in a frozen state. Gravel of 

small fractions, sand, cement and salt were used as the 

material for pouring concrete. Temperature control at 

various depths of the ground was carried out by a 

weather station with an external sensor using a special 

temperature measuring well. After applying a three-

stage static load to the pile models, the dependences of 
the vertical draft value of the pile models on the value of 

the static pressure load were obtained. Then, a theoreti-

cal calculation of the precipitation values for the select-

ed pile models was carried out according to SP 

24.13330.2011 and a comparison of the obtained theo-

retical and experimental values was carried out. 

 

Ключевые слова: модель сваи, осадка, статическая 

нагрузка, глубина погружения, грунт. 
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Keywords: pile model, sediment, static load, immersion 

depth, soil. 
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1. Введение 

 

Существующие методы расчёта 

величины осадки свайных фундаментов 

можно разделить на группы, согласно 

предложению [1]. В данной классификации 

выделены основные методы: 

- методы, использующие 

полуэмпирические зависимости, без учёта 

закономерностей механики грунтов; 

- инженерные методы расчёта, 

опирающиеся на принципы механики 

грунтов;  

- численные методы расчёта, 

базирующиеся на принципах механики 

грунтов. 

Метод численных расчётов не всегда 

прост с позиции технической реализации и 

учёта особенностей инженерно-

геологических условий зоны строительства. 

Эмпирические и полуэмпирические методы 

отличаются простотой реализации, но, 

вместе с тем, и некоторой отвлечённостью от 

физического смысла, особенно важного при 

учете индивидуальных особенностей и 

специфики инженерно-геологических 

условий конкретной местности.  

Очевидно, что метод численных расчётов 

отличается повышенной точностью 

результатов и в перспективе будет 

наращивать популярность параллельно с 

усовершенствованием вычислительных 

программных средств и комплексов. На 

данный момент особую актуальность 

приобрела проблема сопоставления 

теоретических результатов расчёта и 

данных, полученных в ходе полевых и 

экспериментальных исследований. В 

отечественной практике проектирования 

свайных фундаментов накоплено 

недостаточно материалов для сравнения 

результатов численного моделирования с 

реальными величинами деформаций в 

свайных фундаментах в процессе 

строительства и во время его эксплуатации. 

Это подтверждает необходимость 

углублённого изучения и совершенствования 

действующих методик расчёта свай [2]. 

 

2. Постановка задачи  

 

В данной статье рассмотрены модели 

буронабивных свай. Расчётная несущая 

способность оснований буронабивных свай 

определяется согласно эмпирической 

методике [3], а также согласно методике 

проведения полевых испытаний свай по 

ГОСТ5686-2012 [4]. По результатам 

испытания буронабивной сваи (диаметр 216 

мм, длина 3175 мм) осевыми вдавливающими 

статическими нагрузками получен расчётный 

график нелинейной деформации основания 

сваи, совершенно соответствующий 

экспериментальному [5].  

Буронабивные сваи, несмотря на их 

преимущества, характеризуются и рядом 

недостатков, таких, как технологическая 

сложность их устройства и контроля 

качества, повышенный расхода бетона (по 

сравнению с забивными сваям) при 

изготовлении свай [6]. 

Бесспорно, что при проектировании 

свайных фундаментов прогнозирование 

величины осадки свай имеет первостепенное 

значение. В труде [7] получено 

полуаналитическое решение для процесса 

долговременной осадки одиночной сваи в 

вязкоупругом грунте основания. Для 

вертикально нагруженной висячей сваи в 

слоистом грунте основания была 

разработана модель, позволяющая 

определять осадку одиночной сваи с 
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предварительным выравниванием слоя 

грунта. При этом он делится на несколько 

более мелких и тонких слоев, которые 

рассматриваются как однородная основа. 

После того, как система «грунт-свая» 

разделён на отдельные тонкослойные 

элементы, с использованием принципа 

виртуальных перемещений рассчитываются 

матрицы жёсткости для грунтового элемента 

и сваи. Вертикальное смещение системы 

«грунт-свая» может быть получено путём 

решения матричного уравнения. В то же 

время следует отметить, что в 

представленной модели существуют 

определенные ограничения, такие как 

сложность рассмотрения сваи после того, как 

грунт вокруг нее перейдет в стадию 

пластификации [8]. В статье [9] рассмотрен 

аналитический метод прогнозирования 

осадки группы свай и одиночной сваи 

конической формы при приложенных к ним 

статических осевых сжимающих нагрузок. 

Аналитический метод прогнозирования 

осадки вертикально нагруженной сваи и 

групп свай рассмотрен в работе [10]. 

В работе [11] представлено решение 

краевой задачи о взаимодействии длинной 

несжимаемой сваи с окружающим и 

подстилающим грунтами в упруго-вязкой 

постановке с учётом фактора упрочнения 

грунта, базирующееся на модели Максвелла, 

а также на основе реологической модели А.З. 

Тер-Мартиросяна.  

Наиболее глубоко вопрос об осадке свай 

был изучен А.А. Бартоломеем. По данным 

[12], величина краткосрочной осадки 

одиночной сваи не превышает 2…3 мм, а 

величина стабилизированной осадки 

одиночной сваи в глинах составляет от 6 до 

12 мм. В работах [13, 14] доказано, что при 

изучении и прогнозировании работы 

одиночных забивных свай следует учитывать 

наличие зоны уплотнения в грунтах 

околосвайного пространства. 

На данный момент учет изменения 

характеристик грунта в зоне уплотнения 

вокруг забивной сваи при численных и 

аналитических расчетах осадки сваи не 

ведётся. 

Основная методика расчета осадок свай 

содержится в СП 24.13330.2011. 

Порядок расчёта осадки сваи и группы 

свай при известном распределении нагрузок 

между сваями также изложен в работе [15]. 

Совершенствование методов расчёта 

свайных фундаментов по всем критериям 

работоспособности происходит постоянно. 

На обоснованность внесения поправок в 

редакции СНиПов и СП, в том числе СП 

24.13330.2011, указывают авторы статьи 

[16], в которой приводится информация, 

направленная на дальнейшее 

совершенствование расчётов по осадке 

фундаментов [17]. 

Для реальных свай значение несущей 

способности может быть принятым с 

некоторым запасом при достижении сваей 

заранее заданной допустимой осадки, исходя 

из требований ее эксплуатационной 

пригодности. Для производственных и 

гражданских зданий заранее заданная 

(контрольная) осадка составляет 20…40 мм. 

Контрольная осадка 20 мм, соответствующая 

эксплуатационной пригодности одиночной 

сваи, наиболее часто применяется за 

рубежом и в отечественной практике - для 

скальных грунтов. В соответствии с 

требованиями СП 24 значение контрольной 

осадки принимается не более 40 мм [18].  

За критическую принимается такая 

нагрузка, при которой происходит срыв или 

оседание сваи без увеличения нагрузки и 

достигается общая осадка сваи не менее 80 – 

100 мм. Расчет осадок отдельно стоящих 

свай-стоек, а также свайных фундаментов, 

состоящих из свай-стоек, по осадкам не 

производится. Величина возможной осадки 

таких свай и фундаментов принимается 

равной осадке свай или свай-оболочек, 

определяемых при действующих нагрузках 

по графику статических испытаний [19]. 

Величина осадки сваи в 

пластичномёрзлых грунтах может быть 

определена по методике [20]: 

𝑆 = (


a0l
2-m)

1

m

{T ∑ [
Ni

Rсм
i̅̅ ̅

]

1

   m

n

i=1

} , 

где l  – длина сваи, измеренная от верхней 

поверхности вечномёрзлых грунтов, м; T – 

средняя продолжительность месяца, равная 
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730 ч; n – число месяцев за расчётный 

период;  – коэффициент, определяемый в 

зависимости от значения m и отношения 

длины сваи к ее приведённому диаметру; m, 

, a
0
,rm – осреднённые значения 

реологических характеристик 

деформируемости мёрзлого грунта; Ni, R
см

i̅̅ ̅– 

расчётная вертикальная нагрузка на сваю от 

здания или сооружения, Н, и 

средневзвешенное по длине сваи значение 

расчётного сопротивления мёрзлых грунтов 

сдвигу по боковой поверхности сваи в 

середине i-го месяца с начала загружения 

сваи, Па, соответственно. 

Приведённый диаметр d сваи 

определяется по формуле: 

d =
u


, 

где u – периметр поперечного сечения сваи, м. 

Для предварительных расчётов при 

однородных основаниях указанные 

характеристики допускается определять по 

таблице, представленной в (табл.1) [20]. 

 

Таблица 1 

Значения осреднённых параметров 

реологических характеристик 

деформируемости мёрзлого грунта 

Грунты a0,rm m  

Песчаные 3,5 0,32 0,31 

Глинистые 8,3 0,55 0,50 

 

Целью данной статьи является сравнение 

результатов замера фактической осадки 

модели сваи с теоретическими расчётами, 

проведёнными согласно СП 24.13330.2011. 

В СП 24.13330.2011 осадка s одиночной 

сваи определяется по формуле: 

s=
N

G1l
 , 

где N – вертикальная нагрузка на сваю, МН; 

l – длина сваи, м; G1 – модуль сдвига грунта, 

прорезаемого сваей; МПа; v1 – коэффициент 

Пуассона для грунта, прорезаемого сваей; 

G2, v2 – модуль сдвига, МПа, и коэффициент 

Пуассона для грунта, на который опирается 

свая и который рассматривается как 

линейно-деформируемое основание;  – 

коэффициент, определяемый по формуле: 

=


'
 

λ1

+
1-(


' 

 ')
⁄


, 

где '=0,17ln(kvG1l/G2d)  – коэффициент, 

соответствующий абсолютно жёсткой свае; 

 '=0,17ln(kv1l/d) – коэффициент для 

однородного основания с характеристиками 

G1 и v1;  = EA/G1l
2 – относительная 

жёсткость сваи, EA – жёсткость ствола сваи 

на сжатие, МН; λ1=
2,123/4

1+2,123/4
, – параметр, 

характеризующий увеличение осадки за счет 

сжатия ствола. 

Коэффициенты kv1 и kv2 определяются по 

формуле: 

kv=2,82-3,78v+2,18v2,  
соответственно, при v=(v1+v2)/2 и при v=v1. 

Осуществим сравнение значений осадки 

одиночной сваи, полученных расчётным (по 

СП 24.13330.2011) и экспериментальным 

путями. 

Для реализации цели был проведен 

эксперимент на изготовленных модельных 

сваях. 

 
3. Эксперимент на модельных сваях 

 

В эксперименте задействована модель 

буронабивной сваи (рис. 1) в форме 

металлического стержня (профильная труба 

квадратного сечения) с последующей 

заливкой бетоном. 

 

 
Рис. 1. Модель сваи 

 

Модель 1 сваи имеет длину 100 см и 

диаметр 40 мм, глубина погружения 

составляет 82 см. Модель 2 сваи имеет 

диаметр 40 мм и глубину погружения 90 см.  

Исследование проведены в пучинистом 

мелкодисперсном суглинке, находящемся в 

мёрзлом состоянии. Контроль температуры 

на различных глубинах грунта 

осуществлялся метеостанцией с выносным 

датчиком при помощи специальной 

скважины для измерения температуры. 
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В качестве материала для заливочного 

бетона были использованы гравий малых 

фракций, песок, цемент и соль. 

При подсыпке дна скважин использован 

отсев от песка. 

В ходе исследования были произведены 

предварительные эксперименты по 

испытанию моделей буронабивных свай и 

измерению их вертикальной осадки в 

зависимости от величины статической 

нагрузки. 

Схема нагружения представляется собой 

приложение трёхступенчатой статической 

нагрузки в 350 кг, 410 кг и 500 кг. 

Измерения вертикальных смещений 

моделей свай осуществлялись в дневное 

время электронным штангенциркулем с 

дискретностью 0,01 мм. 

Полученный график зависимости 

вертикальной осадки модели 1 сваи от 

значения статической вдавливающей 

нагрузки показан на рис. 2. 

Зависимости, полученные для модели 2 

сваи, представлены на рис. 3. 

 

 
Рис. 2. График зависимости вертикальной осадки модели 1 сваи от значения 

статической вдавливающей нагрузки 

 
Рис. 3. График зависимости вертикальной осадки модели 2 сваи от значения 

статической вдавливающей нагрузки 
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4. Теоретическое определения осадки 

моделей свай 

 

Осадка одиночной сваи определяется по 

методике СП 24.13330.2011 Свайные 

фундаменты Актуализированная редакция 

СНиП 2.02.03-84. 

Итоги расчета осадки (мм) при разной 

величине приложенной нагрузки 

представлены в табл. 2. 

Модуль деформации грунта, 

принимаемый осреднённым для грунта в 

пределах длины сваи, Е0=14 МПа, модуль 

упругости бетона на сжатие Еb=30000 МПа. 

 

Таблица 2 

Расчётные и экспериментальные 

значения осадки (в мм) моделей свай при 

различных статических нагрузках 
Нагрузка, кг 350 410 500 

№ модели 
сваи 

Модель 1 Расчётные значения 

0,511 0,599 0,73 

Экспериментальные значения 

0,210 0,420 1,1 

Модель 2 Расчётные значения 

0,482 0,566 0,690 

Экспериментальные значения 

0,270 0,300 0,680 

 

5. Результаты и их анализ 

 

Результаты, ранее полученные 

исследователями, свидетельствуют о том, 

что осадка свай может составлять 0,19 % от 

длины сваи ( осадка сваи 18,3 м составила 34 

мм) [21], 0,065% от длины сваи ( осадка сваи 

длиной 1 м составила 0,65 мм), 0,03% ( 

осадка сваи длиной 1,5 м составила 0,4 мм) 

[22] и 0,081 % от длины сваи (при длине сваи 

16 см осадка составила 0,13 мм) [23]. 

В рассматриваемом случае осадка 

составляет от 0,021% до 0,11 % от длины 

модели 1 сваи и от 0,027 % до 0,68 % от 

длины модели 2 сваи. 

Результаты, полученные авторами на 

мелкомасштабных моделях свай, хорошо 

согласуются с имеющимися данными, 

представленными для свай длиной от 0,16 см 

до 18,3 м. 

Сравним полученные на рис. 2, рис. 3 и в 

табл. 2 результаты значений осадки моделей 

свай. 

Экспериментальные значения осадки 

моделей свай при разных ступенях нагрузки: 

0,21, 0,42, 1,1 мм – для модели 1; 0,27, 0,3, 

0,68 мм – для модели 2. 

При нагрузке 500 кг экспериментальная 

величина осадки превышает теоретическое 

значение в 1,5 раза для модели 1. 

Для модели 1 сваи значение нагрузок 350 

кг и 410 кг вызывает осадки, не 

превышающие теоретические значения, 

рассчитанные по СП 24.13330.2011. 

По результатам расчёта, выполненного по 

СП 25.13330.2020, для модели 1 сваи 

несущая способность сваи составила 4,9386 

кН, для модели 2 – 5,3407 кН. 

Таким образом, для модели 1 объяснимо 

полученное в ходе эксперимента 

превышение рассчитанного (теоретического) 

значения осадки при нагрузке 500 кг. 

Для модели 2 все приложенные в ходе 

эксперимента нагрузки не приводят к 

превышению допускаемой величины 

теоретического значения осадки. 

 

6. Заключение 

 

Экспериментальные исследования 

моделей буронабивных свай в пучинистом 

мелкодисперсном суглинке, находящемся в 

мёрзлом состоянии, продемонстрировали, 

что значения осадок составляет от 0,021% до 

0,11 % от длины модели 1 сваи и от 0,027 % 

до 0,68 % от длины модели 2 сваи. 

Значения осадок моделей при различных 

ступенях приложенной статической нагрузки 

(350 кг, 410 кг) не превышают теоретические 

значения, рассчитанные по СП 24.13330.2011. 

Это подтверждает работоспособность для 

мелкомасштабных моделей свай методики 

расчёта осадки, изложенной в СП 

24.13330.2011. При сопоставлении 

теоретических и экспериментальных данных 

о значении осадки модели сваи важно 

принимать во внимание значение несущей 
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способности сваи. Для модели 1 сваи несущая 

способность составила 4,9386 кН, а для 

модели 2 – 5,3407 кН. Таким образом, для 

модели 1 объяснимо превышение в 1,5 раза 

экспериментально полученного значения 

осадки по сравнению с теоретическим при 

нагрузке 500 кг. 
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КОМПЛЕКСНАЯ ДИНАМИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ КОНВЕЙЕРА С ЦЕПНЫМ              

ТЯГОВЫМ ОРГАНОМ И ЗВЕЗДОЧНЫМ ПРИВОДОМ  
 

INTEGRATED DYNAMIC MODEL OF A CONVEYOR WITH A CHAIN TRACTION 
BODY AND A SPROCKET DRIVE 

 
Никитин С.В., Грачев А.А., Ащеулов А.В., Бортяков Д.Е. 
Nikitin S.V., Grachev A.A., Bortiakov D.E., Ashcheulov A.V. 

 
Санкт-Петербургский политехнический университет Петра Великого (Санкт-Петербург, Россия) 

Peter the Great St. Petersburg Polytechnic University (St. Petersburg, Russian Federetion)  
 

Аннотация. Известные исследования динамических 
процессов в цепных конвейерах основаны на различ-
ных моделях. Однако авторы таких исследований 
обычно не приводят полного описания своих моделей, 
методик определения ее параметров или же необхо-
димые технические характеристики исследуемых 
машин. Поэтому такие работы не могут считаться 
полными и верифицируемыми. В работах посвящен-
ных анализу динамических нагрузок, вызванных кине-
матикой зацепления, модели построены без учета 
влияния на динамический процесс характеристик 
таких узлов как привод, натяжное устройство и 
отсутствует какая-либо оценка их влияния. Разра-
ботанная комплексная динамическая модель цепного 
конвейера представляет собой совокупность связан-
ных между собой подмоделей различных устройств 
машины. Тяговый орган представляется эквивалент-
ным упруго-вязким стержнем, колебания в котором 
описываются уравнением в частных производных. 
Подмодели привода, натяжного и отклоняющих 
устройств являются системами дискретных масс, 
движение которых описываются дифференциаль-
ными уравнений второго порядка. Объединение от-
дельных подмоделей в единую комплексную модель 
осуществляется при помощи кинематических и сило-
вых связей с подмоделью тягового органа, которая и 
является связующим звеном. Решение уравнений си-
стемы может быть осуществлено известными чис-
ленными методами. Параметры моделей, величины 
масс, жесткостей, коэффициентов вязкого сопро-
тивления, определяются на основе технических ха-
рактеристик моделируемой машины, справочной 
информации или результатов их аналитического 
расчета. Разработан и проведен ряд численных экс-
периментов, как результат которых в работе при-
ведены величины максимального динамического уси-
лий в тяговом органе экспериментальных моделей, 
вычисленные при помощи аналитических и численных 
методов. Расчет по разработанной комплексной 
модели, учитывающей волновые процессы в тяговом 
органе и влияние динамически характеристик приво-
да, натяжного устройства, позволяет получить 
приемлемую оценку максимального динамического 
усилия в тяговом органе конвейера, а также оценить 
возможность протекания резонансных явлений в 
машине. 
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Abstract. Well-known studies of dynamic processes in 
chain conveyors are based on various models. However, 
the authors of such studies usually do not provide a 
complete description of their models, methods for de-
termining its parameters, or the necessary technical 
characteristics of the machines under study. Therefore, 
such studies cannot be considered complete and verifia-
ble. In the studies devoted to the analysis of dynamic 
loads caused by gearing kinematics, the models are con-
structed without taking into account the influence on the 
dynamic process of the characteristics of such compo-
nents as the drive, tensioner, and there is no assessment 
of their influence. The developed integrated dynamic 
model of a chain conveyor is a set of interconnected 
submodels of various machine devices. The traction 
body is represented by an equivalent viscoelastic rod, 
the vibrations in which are described by a partial differ-
ential equation. The submodels of drive, tension, and 
deflection devices are systems of discrete masses whose 
motion is described by second-order differential equa-
tions. The integration of individual submodels into a 
single integrated model is carried out using kinematic 
and force connections with the submodel of the traction 
body, which serves as the connecting link. The equations 
of the system can be solved using known numerical 
methods. The parameters of the models, such as values 
of masses, stiffness, and coefficients of viscous re-
sistance, are determined based on the technical charac-
teristics of the simulated machine, reference infor-
mation, or the results of their analytical calculation. A 
number of numerical experiments have been developed 
and carried out, as a result of which the values of the 
maximum dynamic forces in the traction organ of exper-
imental models, calculated using analytical and numeri-
cal methods, are presented in this study. The calculation 
based on the developed integrated model, which takes 
into account the wave processes in the traction body and 
the influence of the dynamic characteristics of the drive 
and tensioner, make it possible to obtain an acceptable 
estimate of the maximum dynamic force in the traction 
body of the conveyor, as well as to assess the possibility 
of resonant phenomena occurring in the machine. 
 
 



             Научно-технический вестник Брянского государственного университета, 2025, №4                                             
Nauchno-tekhnicheskiy vestnik Bryanskogo gosudarstvennogo universiteta, 2025, No.4 

                                                                                                                  DOI: 10.22281/2413-9920-2025-11-04-442-459 
 

 
 

443

Ключевые слова: цепной конвейер, динамическая 
модель, динамические усилия, кинематика             
зацепления, численное моделирование 

‡ 
‡ 
‡ 

Keywords: chain conveyor, dynamic model, dynamic 
forces, gearing kinematics, numerical simulation 

 
Дата получения статьи: 
Дата принятия к публикации:      
Дата публикации:           
                

 
10.09.2025 
11.11.2025 
25.12.2025 

‡ 
‡ 
‡ 
‡ 
‡ 

 
Date of manuscript reception: 
Date of acceptance for publication:   
Date of publication:                           

 
10.09.2025 
11.11.2025 
25.12.2025 

Сведения об авторах: 
Никитин Сергей Васильевич – кандидат 

технических наук, доцент Высшей школы транспор-
та Института машиностроения, материалов и транс-
порта, Санкт-Петербургский политехнический уни-
верситет Петра Великого,  
e-mail: sergey_nikj@mail.ru.  

ORCID: https://orcid.org/0000-0001-8026-9648 
Грачев Алексей Андреевич – кандидат 

технических наук, доцент, директор Высшей школы 
транспорта Института машиностроения, материалов 
и транспорта, Санкт-Петербургский политехниче-
ский университет Петра Великого,   
e-mail: springbird@mail.ru.  

ORCID: https://orcid.org/0000-0002-4550-7636 
Бортяков Данил Евгеньевич – кандидат 

технических наук, доцент, доцент Высшей школы 
транспорта Института машиностроения, материалов 
и транспорта, Санкт-Петербургский политехниче-
ский университет Петра Великого,   
e-mail: bortyakov@ratte.ru.  

ORCID: https://orcid.org/0000-0003-1406-418X 
Ащеулов Александр Витальевич – доктор 

технических наук, профессор Высшей школы транс-
порта Института машиностроения, материалов и 
транспорта, Санкт-Петербургский политехнический 
университет Петра Великого,   
e-mail: atsheulov_av@spbstu.ru.  

ORCID: https://orcid.org/0000-0002-8370-1843 

‡ 
‡ 
‡ 
‡ 
‡ 
‡ 
‡ 
‡ 
‡ 
‡ 
‡ 
‡ 
‡ 
‡ 
‡ 
‡ 
‡ 
‡ 
‡ 
‡ 
‡ 
‡ 
‡ 
‡ 
‡ 
‡ 
‡ 
‡ 
‡ 

Authors’ information: 
Sergey V. Nikitin – Candidate of Technical Scienc-

es, Associate Professor of the Higher School of 
Transport at Institute of Mechanical Engineering, Mate-
rials and Transportation, Peter the Great St.Petersburg 
Polytechnic University, e-mail: sergey_nikj@mail.ru.   

ORCID: https://orcid.org/0000-0001-8026-9648 
 
Aleksey A. Grachev – Candidate of Technical Sci-

ences, Associate Professor , head of the Higher School 
of Transport at Institute of Mechanical Engineering, 
Materials and Transportation, Peter the Great 
St.Petersburg Polytechnic University,  
e-mail: springbird@mail.ru.   

ORCID: https://orcid.org/0000-0002-4550-7636 
Danil E. Bortiakov – Candidate of Technical Sci-

ences, Associate Professor, Associate Professor of the 
Higher School of Transport at Institute of Mechanical 
Engineering, Materials and Transportation, Peter the 
Great St.Petersburg Polytechnic University,  
e-mail: bortyakov@ratte.ru.    

ORCID: https://orcid.org/0000-0003-1406-418X 
Aleksandr V. Ashcheulov – Doctor of Technical 

Sciences, Professor of the Higher School of Transport at 
Institute of Mechanical Engineering, Materials and 
Transportation, Peter the Great St.Petersburg Polytech-
nic University, e-mail: atsheulov_av@spbstu.ru. 

ORCID: https://orcid.org/0000-0002-8370-1843  

 
1. Введение 

 
При проектировании конвейеров техни-

ческим заданием обычно даются - произво-
дительность, размеры трассы и условия экс-
плуатации. Целью расчетчиков и конструк-
торов является создание наиболее оптималь-
ной конструкции с очки зрения массы маши-
ны, ее прочности и долговечности. Достичь 
этой цели невозможно без использования 
достоверных методик расчета, причем доста-
точно точное определение нагрузок в эле-
ментах конструкции машины - одна из важ-
нейших задач.  

Статическая нагруженность машин этого 
типа хорошо изучена, в литературе приво-
дятся необходимые коэффициенты сопро-

тивления, а методика расчета достаточно 
проста [1, 2].  

Величина динамических нагрузок, возни-
кающих во время работы цепного конвейера, 
зависит от большего количества факторов. 
Она поддается прямому аналитическому 
расчету только по сильно упрощенным мо-
делям, учитывающим тяговый элемент и 
грузы как единую сосредоточенную массу 
[1-3]. Более сложные модели, создаваемые в 
настоящее время многими исследователями 
[3-14], позволяют учитывать влияние харак-
теристик тягового органа, приводного, 
натяжного, отклоняющих устройств, а зна-
чит и более достоверно определять величины 
динамического нагружения элементов ма-
шины. 
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Попытка провести аналитическое иссле-
дование динамических нагрузок в тяговом 
элементе скрепера проведена в [4]. Решение 
ищется на основе дифференциального урав-
нения в частных производных, описывающе-
го продольные колебания тягового органа, а 
основным возмущающим воздействием яв-
ляются периодические удары ходовых роли-
ков на стыках направляющих. Учитывая, что 
аналитическое решение волнового уравнения 
можно получить только для простейших 
случаев, найденные зависимости нельзя рас-
пространить на машины имеющие, напри-
мер, различную загруженность трассы. Так 
же в найденном решении не учитываются 
параметры ходовых роликов, отклонения в 
стыках направляющих, которые должны 
влиять на величину возмущений. Наличие в 
реальной машине вдоль трассы конвейера 
нескольких стыков направляющих, располо-
женных на различных расстояниях друг от 
друга, делает полученные в работе результа-
ты вообще не верными. 

В работах [5-7] представлены исследова-
ния рабочих процессов в цепных конвейерах 
на моделях, построенных в средах твердо-
тельного (MSC.Adams) и конечно-элемент-
ного (LS-DYNA) анализа. Следует отметить, 
что методика построения представленных 
моделей в работах не изложена, а учитывая, 
что конструкция конвейера уже должна быть 
известна, такой подход, при определении 
нагруженности машины, не применим на 
начальных этапах проектирования. Методи-
ка построения моделей (граничные и кон-
тактные условия, места приложения нагру-
зок) и характеристики исследуемых машин 
авторами не представлены, что делает полу-
ченные результаты неверифицируемыми. 

В работе [8] представлена простая дина-
мическая модель скребкового конвейера 
совместно с электромеханической моделью 
двигателя переменного тока. Рабочая ветвь 
тягового элемента с грузом представлены 
здесь одной дискретной массой и двумя 
упругими связями, а порожняя ветвь никак 
не отражена. Многие параметры указанной 
модели автором не раскрыты, а особенности 
применения не исследованы, поэтому слож-

но судить о качестве получаемых на ее осно-
ве расчетных результатов. 

В работах [9-13] описаны динамические 
модели цепных конвейеров, построенные в 
абсолютных координатах и предназначенные 
для моделирования процессов пуска и тор-
можения машины, представлены результаты 
моделирования, а в некоторых случаях и ре-
зультаты сравнения с данными натурных экс-
периментов. Указывается высокая степень 
адекватности данных моделей, однако рас-
пространить результаты этих исследований 
на машины с широким кругом технических 
параметров для расчетов их нагруженности в 
различных технологических режимах – не-
возможно. Это связано с тем, что в данных 
работах не дается полного описания моделей 
и принципов определения их параметров, 
особенно параметров демпфирования.  

Так же замечено, что в построенных мо-
делях отсутствует учет кинематики зацепле-
ния звездочного привода с тяговыми цепями, 
отсутствует натяжное устройство и авторы 
не задаются вопросом или просто его опус-
кают, считая не важным, определения 
начальных условий при моделировании. 

В работе [14] так же описывается простая 
динамическая модель цепного конвейера в 
абсолютных координатах, но с учетом кине-
матики зацепления привода. Однако никаких 
результатов расчетов и сопоставления их ре-
зультатов с известными не приводится. 

В работе [3] представлена методика фор-
мирования динамических моделей цепных 
конвейеров в относительных координатах, 
которые рассматривают динамические про-
цессы в тяговом органе под действием воз-
мущений, вызванных кинематикой зацепле-
ния привода, без учета статической состав-
ляющей их нагруженности. Кинематические 
воздействия на тяговый элемент в цепном 
конвейере являются периодическим воздей-
ствием, что, при совпадении собственной 
частоты машины с частотой возмущений, 
может привести к резонансу и дальнейшему 
выходу из строя машины. 

Анализ приведенных выше источников 
[3-14] приводит к следующим заключениям: 

1. Создание известных сложных динами-
ческих моделей конвейеров с цепным тяго-
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вым органом, обычно требует индивидуаль-
ного подхода к каждой из них. Необходимо 
проведение следующих этапов: выявление 
физических принципов работы машины, их 
математическое описание, реализация алго-
ритма вычислений на ЭВМ, вычисление или 
назначение параметров модели, планирова-
ние и проведение численных экспериментов. 
Однако не все эти этапы четко описаны ав-
торами указанных источников. 

2. Динамические модели конвейеров по-
строены по одинаковым принципам, но 
имеют различия в реализации и учитывае-
мых динамических факторах. 

3. Отдельные модели, имеющие неизмен-
ное количество дискретных масс, при моде-
лировании конвейеров с различными пара-
метрами (особенно с различной длиной трас-
сы) будут давать не сопоставимые по точно-
сти результаты расчета. 

4. В известных работах посвященных 
анализу динамических нагрузок в тяговом 
органе цепных конвейеров, вызванных ки-
нематикой зацепления привода, расчетные 
модели построены без учета влияния на ди-
намический процесс характеристик таких 
узлов как привод, натяжное устройство, а 
также отсутствует оценка их влияния этих 
характеристик на получаемые результаты. 

5. Верифицировать результаты расчетов и 
натурных экспериментов, представленных в 
указанных работах невозможно из-за отсут-
ствия полного описания расчетных моделей, 
задаваемых параметров машин. Так же от-
сутствует сравнение полученных данных с 
расчетами, выполненными по известным 
аналитическим зависимостям [1-3], исполь-
зуемым в инженерной практике. 

Учитывая приведенные выше выводы, в 
данной работе с целью совершенствования 
методологии расчета динамических нагрузок 
в цепных конвейерах предлагается: 

1. Разработать принципы построения 
комплексной динамической модели конвейе-
ра, которую можно использовать в специ-
альном программном обеспечении для быст-
рого формирования расчетной модели ма-
шины. Такая модель будет состоять из от-
дельных подмоделей узлов машины, объеди-
ненных вместе в единое целое. Указанный 

подход сэкономит время разработчика и поз-
волит избежать ошибок. 

2. Разработать элементы комплексной 
модели, включающие модели тягового орга-
на, приводного, натяжного и отклоняющего 
устройств. 

3. Оценить результаты расчета динамиче-
ских нагрузок в элементах конвейера при 
помощи разработанной модели и сравнить 
их с результатами аналитических расчетов 
по известным соотношениям, используемым 
в инженерной практике [1-3]. 

 
2. Комплексная модель цепного конвейера 

 
Общий принцип построения комплексной 

модели конвейера заключается в том, что 
задача разделяется на несколько частей – 
подмоделей различных узлов машины, кото-
рые могут быть реализованы отдельно. При 
этом реализаций может быть несколько, 
например с различной детализацией подмо-
делей, которые применялись бы в той или 
иной ситуации моделирования. Отдельные 
подмодели могут быть объединены в единую 
модель машины по средством специально 
продуманного интерфейса их взаимодей-
ствия. 

Например, при реализации комплексной 
модели конвейера с цепным тяговым элемен-
том были выделены следующие части-
подмодели (рис. 1, а): тяговый орган, привод, 
натяжное и отклоняющие устройства, грузо-
вые единицы, если необходимо более тща-
тельное моделирование динамических про-
цессов их взаимодействия с тяговым органом.  

На функциональной схеме (рис. 1, б) 
комплексной модели конвейера показано, 
каким образом осуществляется взаимодей-
ствие отдельных подмоделей. Подмодель 
«тяговый орган» является центральным зве-
ном, соединяющим между собой остальные 
элементы машины. Взаимодействие 
устройств с тяговым органом осуществляет-
ся в узлах, координаты которых U (с соот-
ветствующими индексами) вычисляются при 
решении уравнений соответствующих под-
моделей, которые, в качестве входных воз-
действий принимают от подмодели «тяговый 
орган» действующие на них усилия P или F 
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(на рисунке они представлены с соответ- ствующими индексами). 

 
Рис. 1. Обобщенная схема модели конвейера: а) схема элементов конвейера; 

б) функциональная схема комплексной модели (1 – тяговый орган; 2 – привод; 
3 – отклоняющее устройство; 4 – натяжное устройство; 5 – грузы) 

 
Использование численных методов [15] 

при решении уравнений динамики, состав-
ляющих каждую из подмоделей, предполага-
ет задание начальных и граничных условий, 
а также задание модельного времени, изме-
няющегося от начального t0 до конечного t1 
значения с определенным шагом Δt. Это об-
стоятельство определяет очередность реше-
ния отдельных подмоделей. Например, так 
как при решении уравнений подмоделей 
привода, натяжного или отклоняющего 
устройств определяются положениями свя-
занных с ними узлов тягового элемента, то 
они должны быть решены первыми. После 
чего, найденные положения указанных узлов 
подмодели тягового элемента будут являться 
граничными условиями при решении его мо-
дели. Таким образом, для правильного реше-
ния комплексной модели используется 
управляющая программа, которая обеспечи-
вает передачу информации между отдель-

ными подмоделями и их последовательный 
запуск на решение каждый отдельный шаг 
по времени. 

Следует отметить, что описанные ниже 
подмодели построены в относительных ко-
ординатах, т.е. основное движение тягового 
органа и других элементов конвейера не рас-
сматривается. Поэтому в моделях не учиты-
ваются статические сопротивления, не рас-
сматривается процесс разгона конвейера, а 
найденные, после решения уравнений дина-
мики, усилия в элементах машины опреде-
ляют только динамическую добавку, возни-
кающую в следствие действия неравномер-
ности движения шарнира цепи, находящего-
ся в зацеплении с приводом. 

Подмодель тягового органа может быть 
представлена в виде эквивалентного упруго-
вязкого стержня (рис. 2, а), либо дискретной 
системы с сосредоточенными массами (рис. 
2, б) [3]. 

 

 
Рис. 2. Динамическая модель конвейера с представлением тягового органа в виде стержня 

с распределенными параметрами (а) и сосредоточенных масс (б) во взаимодействии  
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с приводом и натяжным устройством 
Модель эквивалентного упруго-вязкого 

стержня математически описывается урав-
нением Эйлера-Бернулли 

2 2 3
2

2 2 2
0 0

( , )U U F U f t xv
m mt x t x
  

  
   

. (1) 

Искомая функция U(x, t) характеризует 
продольное смещение сечения упруго-
вязкого стержня, а продольная сила в 
стержне N=EF‧∂U/∂t связана с деформациями 
законом Гука для одноосного напряженного 
состояния. 

Коэффициент ν (м/с2) имеет размерность 
и физический смысл скорости движения 
волны вдоль стержня или струны. Коэффи-
циент η (кг‧м-1‧с-1) определяет уровень по-
глощаемой системой энергии и имеет раз-
мерность коэффициента динамической вяз-
кости. Коэффициенты F, m0 соответственно 
имеют смысл площади поперечного сечения 
описываемого стержня и его погонной мас-
сы. Член f(t,x) определяет действие прило-
женных внешних нагрузок. 

Численное решение уравнения в частных 
производных (1) осуществляется конечно-
разностным методом, при этом используется 
устойчивая неявно-явная разностная схема 
[15]. Результатом являются перемещения Ut,j 
конечного числа сечений с номером j экви-

валентного упруго-вязкого стержня в дис-
кретные моменты времени, определяемые 
индексом t. 

Во втором случае эквивалентный упруго-
вязкий стержень разбивается на систему со-
средоточенных масс, соединенных друг с 
другом упруго-вязкими связями (рис. 2, б). 
Такая модель тягового органа описывается 
системой дифференциальных уравнений 
движения [3], а численное решение может 
быть найдено одним из известных методов 
[15]. 

Параметры упруго-вязких связей или эк-
вивалентного тяговому органу стержня 
определяются исходя из выбранных типо-
размеров его элементов [3, 16, 17]. 

Цепной тяговый орган конвейера обычно 
приводится в движение зацеплением звез-
дочным или гусеничным приводом, поэтому 
привод становится источником периодиче-
ского кинематического возмущения, которое 
действует постоянно при работе машины. 
Ниже, для примера, представлена модель 
звездочного привода. 

Дискретная модель привода, представ-
ленная на рис. 3, а) описывается следующей 
системой уравнений: 

   
ПР ПР ПР ПР ПР ПР ПР1 ПР2

2
ЗВ Ц 1τ 2τ ψ ψ

2
ПР ψ ψ

ψ ψ ψ

ω β ω ψ ψ

M X C X b X P P

J M R P P R C b

J i C b

        
         


        

 

 

 

, (2) 

где MПР – масса привода; MЦ – масса цепи, 
лежащей на приводной звездочке; JПР –
момент инерции привода, приведенный к 
выходному валу редуктора; JЗВ – момент 
инерции приводной звездочки; CПР и bПР – 
параметры жесткости и демпфирования ра-
мы привода; Cψ и bψ – параметры жесткости 
и демпфирования элементов привода на кру-
чение, в настоящей модели подразумеваются 
характеристики вала на котором установлена 
приводная звездочка; β – параметр, характе-
ризующий наклон рабочего участка механи-
ческой характеристики двигателя; i – переда-
точное число механизма; R – радиус дели-
тельной окружности приводной звездочки. 

Момент инерции JПР определяется соот-
ношением 

2
ПР РОТ1, 2J J i   ,  

где JРОТ – момент инерции ротора двигателя, 
коэффициент 1,2 характеризует участие 
вращающихся масс редуктора. 

Первое уравнение системы (2) описывает 
упругие смещения рамы привода XПР от по-
ложения равновесия под действием динами-
ческих нагрузок PПР1 и PПР2 со стороны тяго-
вого органа, определяемых, например, в слу-
чае представления тягового органа моделью 
с распределенными параметрами, соотноше-
ниями
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 ПР1 1 1 1ПР ПР
EFP U U

x   


    и     ПР2 2 1 2ПР ПР
EFP U U

x   


. (3) 

где EF – приведенная жесткость 1 м тягового 
органа, Δx – дискретность разбиения модели 
тягового органа при решении уравнения (1) 
конечно-разностным методом, U с соответ-
ствующими индексами – в координаты узлов 

модели тягового органа, взаимодействую-
щих с моделью привода (индекс, указываю-
щий на временную координату условно не 
указан). 

 

 
Рис. 3. Подмодель приводного устройства: а) динамическая модель; б) схема к определению 

направлений действующих усилий; в) графики скорости и ускорения шарниров цепи,         
входящих в зацепление с зубьями приводной звездочки 

 
Усилия P1τ и P2τ во втором уравнении си-

стемы (2), характеризующем крутильные ко-
лебания звездочки совместно с находящейся 
на ней цепью с углом отклонения, заданным 
координатой ψ, являются проекциями уси-

лий PПР1 и PПР2 на оси касательные дели-
тельной окружности звездочки проведенные 
через точки касания шарниров цепи с зубья-
ми (рис. 3, б) 

 1τ ПР1 *cos φ ψ π /P P z    ;       2τ ПР 2 *cos φ * ψ π /P P z    , (4) 
где z – число зубьев звездочки. 

Последнее уравнение системы (2) опре-
деляет отклонение скорости вращения вы-
ходного вала редуктора привода Δω от его 
номинальной скорости ω под действием 
внешних динамических усилий. При этом 
абсолютный угол поворота выходного вала 
определяется интегрированием 

φ (ω ω)dt  ,  
а затем приводится, при помощи функции 
округления до меньшего целого floor(u), к 

диапазону [-π/z ; + π/z], соответствующему 
изменению угла поворота звездочки во вре-
мя одного перезацепления её зуба с шарни-
ром цепи 

*
2 φ zφ / φ

2
z floor

z



        

. (5) 

Величина параметра β может быть опреде-
лена по паспортным характеристикам двигателя: 

НОМ

0
β

ω
M

s





,  
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где ω0 – синхронная частота вращения элек-
тромагнитного поля статора; MНОМ – номи-
нальный момент двигателя; s –скольжение 
электродвигателя при номинальном момен-
те, выраженное в долях от 1.  

Известно, что скорость шарниров цепи в 
A и B горизонтальном направлении VШ (t) = 
R ‧ ω ‧ cos( φ ) (рис. 3, б) набегающего и сбе-

гающего с приводной звездочки переменна, 
что приводит к возникновению ускорений 
(рис. 3, в) и передаваемых на цепь тягового 
органа динамических возмущений. Вычитая 
среднюю скорость движения шарнира VСР из 
VШ(t), а затем интегрируя по времени полу-
чают законы относительных движений вы-
ходных узлов звездочного привода: 

 
 

22
1 * 0 *

22
0 1

( ) sin(φ ψ π / ) cos(φ ψ π / )

ω sin(π / ) sin(π / ) cos(π / ) ξ
π

ПР

ПР

U t R z l R z h

R z z t R z l R z h X

          

 
          

; 

(6) 
 

 

22
2 * 0 *

22
0 2

( ) sin(φ * ψ π / ) cos(φ * ψ π / )

ω sin(π / ) sin(π / ) cos(π / ) ξ
π

ПР

ПР

U t R z l R z h

R z z t R z l R z h X

          

 
          

. 

Координата φ** определяет положение 
сбегающего со звездочки шарнира цепи, по-
этому при четном числе её зубьев z, когда 

сбегающий и набегающий шарниры движут-
ся одинаково, φ** = φ*, а при нечетном 

*
*

*

φ ( ) / φ( ) /
φ *( )

φ ( ) / φ( ) /
t z при t z

t
t z при t z

 
 

 
   

. (4) 

Параметры ξ1 и ξ2 необходимы для обес-
печения равновесного состояния динамиче-
ской системы в начальный момент времени. 
Они определяются на этапе задания началь-
ных условий. Так, например, в начальный 
момент времени при начальных положениях 
координат модели привода φ*0 = –2π/z, ψ0 = 
0, XПР0 = 0 определяются перемещения вы-
ходных узлов UПР1 и UПР2 по соотношениям 
(5). Таким же образом определяются коор-
динаты выходных узлов остальных дискрет-
ных подмоделей. Затем вычисляются коор-
динаты тягового органа таким образом, что-
бы он в начальный момент времени оказался 
бы равномерно нагружен по всей его длине. 
Это его состояние и будет начальным. Таким 
образом привод оказывается нагружен 
внешней ненулевой нагрузкой, а значит бу-
дет находиться не в равновесном начальном 
состоянии. Чтобы уравновесить систему рас-
считываются новые начальные условия 

 ПР0 ПР1 ПР2 ПР/X P P C  ;  
 0 1τ 2 τ ψψ /P P R C  ;  
* *0φ φ   ,  

а параметры ξ1 и ξ2 принимаются равными – 
XПР0, чтобы сохранить вычисленные ранее 

координаты выходных узлов привода UПР1 и 
UПР2 неизменными. 

Натяжное и отклоняющее устройства в 
общей модели конвейера являются источни-
ками дополнительных инерционных нагру-
зок. Они способны поглощать и отражать 
часть энергии упругих волн, распространя-
ющихся в тяговом элементе конвейера. 

При создании динамических моделей этих 
устройств, представленных на рис.4, приняты 
следующие положения и допущения: 

- натяжное и отклоняющее устройства – 
ведомые элементы, поэтому изменение 
обобщенных координат моделей происходит 
только под действием внешних воздействий; 

- не учитывается вращательная инерция 
отклоняющих звездочек, т.к. наличие звез-
дочки не влияет на распространение упругих 
волн деформации в тяговой цепи; 

- сопротивления в шарнирах вращающих-
ся элементов не учитываются, т.к. рассмат-
риваются относительные колебания систе-
мы, а скорость вращения не меняет знак;  

- для упрощения модели натяжного 
устройства принято условие, что набегаю-
щий и сбегающий участки тягового органа 
параллельны направлению колебаний 
устройства в продольном направлении. 
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Динамическая модель отклоняющего 
устройства (рис. 4, а) представлена системой 
из двух масс mЦ = m0 ‧ zЗ ‧ tЦ / 8, характери-
зующих тяговую цепь, находящуюся на от-
клоняющей звездочке, где zЗ – число зубьев 

звездочки, tЦ – шаг цепи. Массы соединены 
упруго-вязкой связью, параметры которой 
определяются длиной участка цепи, находя-
щейся на звездочке. Система дифференци-
альных уравнений движения имеет вид

   
   

Ц ОУ1 1 Ц ОУ2 ОУ1 Ц ОУ2 ОУ1

Ц ОУ2 2 Ц ОУ1 ОУ2 Ц ОУ1 ОУ2

m U P C U U b U U

m U P C U U b U U

       


     

  

  
, (7) 

где P1 и P2 – усилия, действующие со сторо-
ны тягового органа, которые могут быть 

определены аналогично усилиям, действую-
щим на привод по выражениям (3). 

 

 
Рис. 4. Динамические модели: а) отклоняющего и б) натяжного устройств 

 
Так как отклоняющее устройство не вно-

сит в колебания тягового органа дополни-
тельных сопротивлений его подмодель мож-
но не включать в общую модель конвейера. 

Система уравнений движения, описыва-
ющая колебания элементов натяжного 
устройства имеет вид 

   
   

     
 

 

Ц НУ1 1 Ц НУ2 НУ1 НУ Ц НУ2 НУ1 НУ

Ц НУ2 2 Ц НУ1 НУ2 НУ Ц НУ1 НУ2 НУ

Г Г НУ Г Г НУ Ц НУ1 НУ2 НУ

Ц НУ1 НУ2 НУ ТР

Г Г Г НУ Г Г

2 / 2 2 / 2

2 / 2 2 / 2

2

2
НУ НУ

m U P C U U X b U U X

m U P C U U X b U U X

m x C x x b x x C U U X

b U U X W

M x C X X b

        

       

          

   

    

   

   

  

  

  НУ ГX X










 
 

. (8) 

Здесь обобщенные координаты имеют 
следующий смысл: UНУ1 и UНУ2 – положения 
дискретных масс, характеризующих цепь, 
находящуюся на отклоняющей звездочке 
устройства; XНУ – перемещение рамы натяж-
ного устройства; XГ – перемещение груза 
натяжного устройства. 

Параметры модели натяжного устрой-
ства: mЦ – половина массы тягового органа 
вращающаяся совместно с отклоняющей 
звездочкой; CЦ и bЦ – параметры упруго-
связей между звездочкой и элементами цепи; 
mНУ – масса элементов натяжного устройства 
совершающих продольные колебания; mГ – 
масса натяжного груза; CГ и bГ – параметры 

жесткости и демпфирования рамы устрой-
ства, натяжной пружины либо элемента под-
вески груза в зависимости от типа натяжного 
устройства; WТР – сила сухого трения, дей-
ствующая между основанием и рамой 
устройства; P1 и P2 – усилия, действующие 
со стороны тягового органа. 

Динамической моделью рис.4, б) можно 
описать и другие виды натяжных устройств. 
Например, при моделировании винтового 
натяжного устройства следует зафиксиро-
вать координату XГ = 0 и исключить из си-
стемы 8 последнее уравнение, а параметры 
CГ и bГ задать соответствующими характери-
стикам винтов устройства. 
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Особое внимание необходимо уделять 
моделированию действия на систему силы 
трения WТР между основанием и рамой 
натяжного устройства. Здесь протекают про-
цессы перехода от трения покоя к трению 
скольжения и обратно, при этом величины 
сил трения определяются по-разному. 

Находясь в состоянии покоя, возникаю-
щая сила трения WТР не больше силы трения 
покоя WП и направлена противоположно 
внешнему усилию PВН, действующему на 
покоящееся тело. Если тело (в нашем случае 
– рама натяжного устройства) находится в 
движении относительно опорной поверхно-
сти, то сила трения равна силе трения 
скольжения WС или качения, в зависимости 
от устройства ходовой части. Учитывая при-
нятые обозначения, величина сил трения WТР 
в системе (7) определяется в следующем по-
рядке: 

1. Расчет внешней силы и сил трения по-
коя и скольжения, действующих на тележку 
натяжного устройства 

   
 
 

ВН Г Г НУ Г Г НУ

Ц НУ1 НУ2 НУ

Ц НУ1 НУ2 НУ

2

2

P C x x b x x

C U U X

b U U X

      

   

  

 

  

; 

П НУ ПW M g f   ; 

С НУW M g f   , 

 

где fП, f – коэффициенты трения (сопротив-
ления) скольжения и покоя между рамой 
натяжного устройства и поверхностью 
скольжения. 

2. Определение величины силы трения 
согласно следующим условиям, разделяю-
щим состояние движения и покоя между 
взаимодействующими телами, в нашем слу-
чае направляющими и подвижной рамой 
натяжного устройства: 

   
   

0 ;

( ) 0 ;

( ) ,

ТР ВН НУ ВН П

ТР П ВН НУ ВН П

ТР С НУ

W P если x и P W

W W sign P если x и P W

W W sign x вовсех остальных случаях

    
     
   







.  

Решая системы уравнений (2), (7) и (8) 
определяют координаты выходных узлов 
дискретных устройств, которые являются 
граничными условиями для модели тягового 
органа (рис. 1). Решая уравнения модели тя-
гового органа, определяются усилия, дей-
ствующие на дискретные устройства. Таким 
образом получается полностью замкнутая 
динамическая модель конвейера, позволяю-
щая исследовать динамические усилия в тя-
говом органе и элементах дискретных 
устройств, возникающие в следствии возму-
щений, вызванных кинематикой зацепления 
привода с шарнирами тяговой цепи машины. 

 
3. Численные эксперименты 

 
Для количественной оценки результатов 

расчета максимальных динамических усилий, 
возникающих в тяговом элементе цепного 
конвейера проведен ряд численных экспери-
ментов. Моделировался ряд цепных конвейе-
ров при различной скорости транспортирова-
ния с общей длиной трасс равной 66 м, 242 м, 
814 м, схема которых представлена на рис. 5. 

Сформировано 24 расчетные схемы, помимо 
вышеуказанных параметров отличающихся 
числом зубьев приводной звездочки. геомет-
рические параметры трасс, скорости транс-
портирования и погонные нагрузки от грузов 
на соответствующих участках трассы q1, q2, q3 
(кг/м) приведены в табл. 1. 

Также расчеты проводились по моделям 
незагруженных конвейеров (q1 = q2 = q3 = 0 
кг/м), что удваивает количество численных 
экспериментов. 

Тяговый орган, представляющий собой 
цепь типа Р2 с шагом цепи 100 мм и грузо-
выми подвесками с общей погонной массой 
q0 = 20 кг/м, моделируется эквивалентным 
упруго-вязким стержнем с параметром жест-
кости EF = 21000000 Н [16], и коэффициен-
том поглощения энергии равным ψ = 0,2 [17]. 

Общие для всех схем динамические па-
раметры модели привода: масса привода MПР 
= 2500 кг; жесткость CПР = 100000000 Н/м и 
коэффициент вязкого сопротивления bПР = 
15000 Н с/м рамы привода; коэффициент 
крутильной жесткости выходного вала при-
вода Сφ = 1000000 Н м/рад, и соответствую-
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Таблица 1  
Параметры расчетных схем моделей конвейеров 

№ схе-
мы 

L, м v, м/с z Длины участков Нагруженность участков 
L1, м L2, м L3, м q1, кг/м q2, кг/м q3, кг/м 

1 66 0,167 10 6 21 39 0 9,8 25,2 
2 0,33 
3 0,521 
4 0,75 

5 – 8 66 0,167…0,75 13 
9 – 12 242 0,167…0,75 10 24 73 145 
13 – 16 0,167…0,75 13 
17 – 20 814 0,167…0,75 10 82 243 489 
21 – 24 0,167…0,75 13 

Примечание: L – общая длина трассы; v – скорость движения конвейера; z – число    зубьев 
приводной звездочки; L1, L2, L3 – длины участков трассы с различной загруженностью q1, q2, q3  

 

 
Рис. 5. Схема трассы конвейера со  

звездочным приводом 
 
 

щий коэффициент вязкого сопротивления 
крутильным колебаниям bφ = 10000 Н с 
м/рад. Момент инерции звездочки с числом 
зубьев z = 10 принят JЗВ = 5 кг м2, а с числом 
зубьев z = 13 принят JЗВ = 14 кг м2. Парамет-
ры момента инерции ротора двигателя JР, 
коэффициента наклона механической харак-
теристики двигателя β и передаточного чис-
ла редуктора i определяются мощностью 
двигателя, требуемой для движения конвей-
ера, построенного по соответствующей схе-
ме и соответствующей скоростью движения. 
Эти параметры приведены в табл. 2. 

Симуляции проводились при дискретно-
сти разбиения модели тягового органа Δx = 
0,5 м, и дискретности по времени Δt = 
0,000005 с. Для отдельных схем, когда реше-

ние расходилось, дискретность по времени 
уменьшалась в два раза (для моделей, по-
строенных по схемам 5, 13, 21). 

 
Таблица 2 

 Параметры привода и натяжного устройства 

№ 
схемы 

Параметры модели привода 

Масса гру-
за натяж-

ного 
устройства 

JР, кг 
м2 

β, Н м 
с/рад 

i MГ, кг 

1 

0,048 3,47 

152 

250 

2 77 
3 49 
4 34 
5 197 
6 100 
7 63 
8 44 
9,10 0,048 3,47 

В зависимо-
сти от ско-
рости дви-
жения цепи 
конвейера и 
числа зубьев 
приводной 
звездочки, 
как в схемах 
1- 8 

11,12 0,115 10,53 
13,14 0,048 3,47 
15, 16 0,115 10,53 
17 0,115 10,53 

300 

18 0,225 21,37 
19 0,312 32,4 
20 0,675 93,53 
21 0,115 10,53 
22 0,225 21,37 
23 0,312 32,4 
24 0,675 93,53 

 
Время моделирования выбиралось таким 

образом, чтобы в него уместилось не менее 
двух перезацеплений шарниров цепи с 
зубьями звездочки. Оно составило 2,5 с для 
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схем со скоростью v = 0,167 м/с; 1,5 с при v = 
0,33 м/с; 1 c при v = 0,521 м/с и v = 0,75 м/с. 

 
4. Результаты и выводы 

 
При симуляции моделей с указанными 

выше параметрами определяются значения 
координат узлов тягового органа и коорди-
нат отдельных масс узлов конвейера с тече-
нием модельного времени. Затем вычисля-
ются величины динамических усилий, воз-
никающих в конструкции машины. В данном 
исследовании изучается максимальные 
нагрузки в тяговом органе, поэтому в итого-
вые диаграммы были сведены максимальные 
расчетные динамические усилия по всему 
тяговому органу.  

Однако для начала следует рассмотреть 
отдельные результаты моделирования в ха-
рактерных точках. Для примера на рис. 6 
представлены графики расчетных динамиче-
ских усилий, действующих на приводное 
устройство для модели конвейера, построен-
ной по схеме №1. 

Первое, что следует отменить, это харак-
тер показанных зависимостей. При расчете 
модели без учета динамических характери-
стик привода и натяжного устройства (рис. 6, 
а), как и следовало ожидать, усилия на набе-
гающей PПР1 и сбегающей PПР2 ветвях при-
водной звездочки взаимосимметричны отно-
сительно нулевой оси. Абсолютно жесткая 
модель привода и четное числе зубьев при-
водной звездочки (z = 10) приводят к тому, 
что смещения узлов привода, взаимодей-
ствующих с тяговым органом, равны между 
собой (UПР1(t) = UПР2(t)). Поэтому, когда на 
набегающей ветви тяговый орган растягива-
ется, то на сбегающей ветви он сжимается. 
Однако абсолютные величины усилий PПР1 и 
PПР2 различаются из-за различия в характе-
ристиках нагруженности сбегающей и набе-
гающей ветвей, и незначительному действию 
сосредоточенных масс, входящих в модель 
натяжного устройства и характеризующих 
массу цепи, находящуюся на звездочке (дело 
в том, что в моделях, не учитывающих ди-
намические характеристики приводного и 
натяжного устройства было решено оставить 
сами динамические модели и отключить пе-

ремещение рамы и груза натяжного устрой-
ства, однако уравнения колебаний указанных 
масс, связывающих участки тягового эле-
мента между собой были оставлены).  

Упругие волны, создаваемые приводом и 
движущиеся в тяговом элементе, за время 
моделирования должны были успеть 38 раз 
(для модели без груза) пройти вдоль всей 
трассы и повлиять на значения усилий PПР1 и 
с PПР2 таким образом, что графики этих уси-
лий не были бы симметричны друг другу. 
Однако большая величина введенного в мо-
дель вязкого сопротивления способствует 
интенсивному затуханию воздействия при-
вода и минимальному влиянию интерферен-
ции упругих волн в тяговом элементе. 

Для модели учитывающей динамические 
характеристики приводного и натяжного 
устройств картина несколько иная (рис. 6, б). 
Графики усилий PПР1 и PПР2 не симметрич-
ны. Однако, в начальный период возмуще-
ния, когда действие дискретных устройств 
минимально, скачек динамического усилия 
одинаков для обоих моделей. 

На графиках рис. 7 представлены резуль-
таты расчета динамических усилий в тяго-
вом органе на набегающей и сбегающей с 
привода ветвях для схемы №5, в которой, в 
отличие от схемы №1, число зубьев привод-
ной звездочки равно 13-ти.  

При нечетном числе зубьев приводной 
звездочки узлы привода, взаимодействую-
щие с тяговым органом, движутся в проти-
вофазе и создают в набегающей и сбегающей 
ветвях тягового органа усилия одинакового 
направления. Для моделей без учета динами-
ческих характеристик привода и натяжного 
устройства усилия с грузом и без груза (рис. 
7, а) графики практически совпадают. Мак-
симальное отклонение для усилия PПР2 со-
ставляет 6,9 Н, что составляет 3% от макси-
мального значения динамических нагрузок. 
Для моделей, учитывающих динамические 
параметры дискретных устройств (рис. 7, б), 
линии, соответствующие расчетам ситуаций 
с грузом и без груза, так же оказываются до-
статочно близкими, а отличие максимально-
го динамического усилия составляет 18,3% 
от наибольшего из них. Отметим, что вели-
чина максимального динамического усилия 
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во втором случае в 2,3 раза меньше, чем в 
первом, что говорит о том, что учет парамет-
ров дискретных устройств сильно влияет на 

протекание динамических процессов в моде-
лируемой конструкции. 

 

 
Рис. 6. Расчетные динамические усилия в тяговом элементе, набегающем на приводную 

звездочку, для модели по схеме №1: а) модель без учета динамических характеристик       
привода и натяжного устройства; б) модель с учетом динамических характеристик  

привода и натяжного устройства 
 

 
Рис. 7. Расчетные динамические усилия в тяговом элементе, набегающем на приводную 
звездочку, для модели по схеме №5: а) модель без учета динамических характеристик  

привода и натяжного устройства; б) модель с учетом динамических характеристик  
привода и натяжного устройства 
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При нечетном числе зубьев приводной 
звездочки узлы привода, взаимодействую-
щие с тяговым органом, движутся в проти-
вофазе и создают в набегающей и сбегающей 
ветвях тягового органа усилия одинакового 
направления. Для моделей без учета динами-
ческих характеристик привода и натяжного 
устройства усилия с грузом и без груза (рис. 
7, а) графики практически совпадают. Мак-
симальное отклонение для усилия PПР2 со-
ставляет 6,9 Н, что составляет 3% от макси-
мального значения динамических нагрузок. 
Для моделей, учитывающих динамические 
параметры дискретных устройств (рис. 7, б), 
линии, соответствующие расчетам ситуаций 
с грузом и без груза, так же оказываются до-
статочно близкими, а отличие максимально-
го динамического усилия составляет 18,3% 
от наибольшего из них. Отметим, что вели-
чина максимального динамического усилия 
во втором случае в 2,3 раза меньше, чем в 
первом, что говорит о том, что учет парамет-
ров дискретных устройств сильно влияет на 
протекание динамических процессов в моде-
лируемой конструкции. 

Далее представлены результаты вычис-
ления максимального значения динамиче-
ского усилия, как абсолютного значения 
SДИН = max (|SДИН_MAX|, |SДИН_MIN|), в тяговом 
органе конвейеров, в совокупности для всех 
представленных выше вариантов схем. Сле-
дует отметить, что, для исключения влияний 
на полученный результат скачков нагрузки, 
возникающих при выводе системы из равно-
весия, не принимались во внимание резуль-
таты, полученные в период первого переза-
цепления, происходящего в течение времени 
T1 = 2π/(z ω) (рис.6, а, верхний график), где ω 
– номинальное значение угловой скорости 
вращения приводной звездочки. 

Результаты расчета максимальной величины 
динамических нагрузок аналитическим методом 
представлен в виде гистограммы на рис. 7.  

Наиболее известная и часто используемая 
зависимость, полученная проф. Ганфштенге-
лем [3] дает предсказуемые результаты (рис. 
8, а). Здесь величина динамической нагрузки 
прямо пропорциональна массе подвижных 
элементов конвейера и груза и обратно про-
порциональна квадрату числа зубьев при-

водной звездочки. Учитывая, что данная за-
висимость пригодна только для конвейеров 
длиной до 15 м, она не может дать достовер-
ный результат ни для одной из предложен-
ных расчетных схем конвейеров. 

Формула проф. Долголенко, учитывающая 
деформацию тягового органа [3], должна да-
вать достоверные результаты для конвейеров 
длиной до 100…150 м, т.е. должна быть при-
годна для расчета конвейеров по схемам 1 – 8 
(рис. 7, б), длина трассы которых составляет 
66 м. Для указанных схем, по сравнению с 
формулой Ганфштенгеля, результаты, полу-
ченные по формуле Долголенко, оказались на 
5…35% меньше, при этом, с ростом заданной 
номинальной скорости отклонение между 
значениями результатов расчета увеличивает-
ся. Рассчитанное по формуле Долголенко 
значение динамической нагрузки оказывается 
не прямо пропорционально движущейся мас-
се конвейера и груза, т.к. данная зависимость 
учитывает деформацию тягового органа кон-
вейера. Это приводит к тому, что для конвей-
еров большой длины (для которых использо-
вание этой формулы не рекомендовано) в не-
которых случаях результат расчета в нена-
груженном конвейере оказывается больше, 
чем в нагруженном. 

Результаты расчета максимального зна-
чения динамической нагрузке в цепном кон-
вейере по их динамическим моделям пред-
ставлены на гистограммах рис. 9. Получае-
мые здесь значения максимального динами-
ческого усилия меньше, а их отношение для 
груженого и не груженого конвейеров не 
пропорционально величине движущихся 
масс конвейера и груза, поэтому количе-
ственное сравнение с результатами аналити-
ческого расчета будет неуместным. 

Качественно анализируя результаты, по-
казанные на гистограммах рис. 8 и рис. 9 
можно отметить ряд схем, для которых рас-
четное значение максимального динамиче-
ского усилия, для моделей конвейера без 
груза, больше или близко к усилию для соот-
ветствующих моделей с грузом. Однако, но-
мера этих схем для моделей, не учитываю-
щих и учитывающих характеристики приво-
да и натяжного устройства в рассматривае-
мых случаях не совпадают. 
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Рис. 8. Результаты расчета максимального значения динамического усилия в конвейерах по 

аналитическим зависимостям: а) расчетные значения динамических усилий по формуле   
Ганфштенгеля; б) расчетные значения динамических усилий по формуле Долголенко,      

учитывающей деформацию тягового органа 
 

 
Рис. 9. Результаты расчета максимальных значений динамических усилий в конвейерах по 

динамической модели: а) результаты, полученные по динамической модели,  
не учитывающей характеристики привода и натяжного устройства; б) результаты,  

полученные по динамической модели, учитывающей характеристики привода  
и натяжного устройства 

 
5. Заключение 

 
В работе представлен способ построения 

комплексной динамической модели цепного 
конвейера. Приведены варианты исполнения 
подмоделей тягового органа, звездочного 
привода, натяжного и отклоняющего 
устройств, а также их математическое опи-
сание и принципы определения основных 
параметров и коэффициентов. Данная ком-
плексная модель, для проведения расчетов, 
реализована в программном исполнении на 
языке высокого уровня. 

Разработан и проведен ряд численных 
экспериментов с целью выявления особенно-
стей расчета максимального значения дина-
мической нагрузки в тяговом элементе кон-
вейера при помощи построенных моделей и 

общеизвестных аналитических зависимо-
стей. 

Результаты аналитических расчетов по 
формулам Ганфштенгеля и Долголенко со-
поставимы для конвейеров малой длины при 
одинаковых параметрах расчетных данных. 
Для конвейеров с большой длиной трассы, 
по данным работы [3], эти зависимости не 
применимы.  

Расчет максимальных значений динами-
ческой нагрузки в тяговом элементе конвей-
еров при помощи динамических моделей 
учитывает упруго-вязкие характеристики 
тягового органа, динамические характери-
стики привода, натяжного устройства, по-
этому получаемые результаты качественно 
иные. Прямое сравнение полученных в дан-
ной работе результатов расчета, из-за разли-
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чия учитываемых в моделях физических 
факторов, – не правомерно. Качественно 
можно отметить, что близкие результаты 
расчета по моделям получились для конвей-
еров большой длины, что говорит о незначи-
тельном влиянии на динамические процессы 
эффектов, вносимых приводным и натяжным 
устройствами. 

Однако, в следствие того, что известные 
аналитические зависимости для определения 
величины динамических нагрузок дают зна-
чительно завышенные результаты, использо-
вание динамических моделей выглядит более 
правомерно. Так как имеются различия в ре-
зультатах расчета по моделям, учитываю-
щим и не учитывающим характеристики от-
дельных устройств конвейера, в провероч-

ных расчетах элементов конвейера, напри-
мер расчетах на прочность элементов тяго-
вой цепи, следует в качестве динамической 
добавки принимать наибольшее из найден-
ных значений. 

Следует отметить, что представленную 
комплексную модель можно применять при 
оценке близости работы цепного конвейера к 
резонансному режиму, когда частота кине-
матических возмущений привода близка к 
одной из собственных частоте машины. Од-
нако, для построения четкой методики резо-
нансного анализа, с целью выявления необ-
ходимых расчетных параметров моделей и 
методов обработки результатов расчета, 
необходимы дополнительные исследования. 
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ДИНАМИЧЕСКАЯ МОДЕЛЬ ФРИКЦИОННОГО ТОРМОЗНОГО РОЛИКА             

ГРАВИТАЦИОННОГО РОЛИКОВОГО КОНВЕЙЕРА СТЕЛЛАЖА ДЛЯ ПАЛЛЕТ 
 

DYNAMIC MODEL OF A FRICTION BRAKE ROLLER OF A GRAVITY ROLLER 
CONVEYOR OF A PALLET RACK 

 
Сафронов Е.В. 
Safronov E.V. 

 
Московский государственный технический университет им. Н. Э. Баумана (Москва, Россия) 

Bauman Moscow State Technical University (Moscow, Russian Federation) 
 

Аннотация. Гравитационные роликовые конвейеры 
широко применяется в составе стеллажных си-
стем, позволяющих увеличить скорость обработки 
грузов и увеличить плотность хранения на складах 
паллетного хранения. Особенностью конструкции 
гравитационного роликового конвейера стеллажей 
является использование тормозных устройств, 
обеспечивающих ограничение скорости движения 
паллет. В работе представлена динамическая мо-
дель фрикционного тормозного ролика, широко ис-
пользуемого в качестве применяемого тормозного 
устройства. Представлен анализ динамических 
процессов раздельного и совместного движения 
паллеты и фрикционного тормозного ролика, уста-
новлены расчетные зависимости для определения 
длительности каждого из процессов и линейной 
скорости обечайки фрикционного тормозного роли-
ка. Приведен пример расчет по динамической моде-
ли разработанного фрикционного тормозного роли-
ка. Результаты расчета показали, что длитель-
ность раздельного движения паллеты и фрикцион-
ного тормозного ролика при его разгоне до скоро-
сти срабатывания не превышает 0,02 с, со скоро-
сти срабатывания до скорости сцепления паллеты 
с обечайкой фрикционного тормозного ролика со-
ставляет 0,012…0,015 с. Продолжительность сов-
местного движения паллеты и фрикционного тор-
мозного ролика возрастает при увеличении массы 
паллеты и для паллеты массой 1500 кг составляет 
0,4…0,5 с 
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Abstract. Gravity roller conveyors are widely used as 
part of racking systems, allowing for increased pallet 
handling speed and storage density in pallet ware-
houses. A special feature of the construction of the grav-
ity pallet racks is the use of braking devices that limit 
the speed of movement of pallets. The paper presents a 
dynamic model of a friction brake roller, which is widely 
used as an applied braking device. An analysis of the 
dynamic processes of separate and joint movement of 
the pallet and the friction brake roller is presented, cal-
culated dependencies are established to determine the 
duration of each process and the linear velocity of the 
friction brake roller. An example calculation based on 
the dynamic model of the developed friction brake roller 
is given. The calculation results showed that the dura-
tion of the separate movement of the pallet and the fric-
tion brake roller during its acceleration to the actuation 
rate does not exceed 0.02 s, from the actuation rate to 
the adhesion speed of the pallet with the friction brake 
roller is 0.012...0.015 s. The duration of the joint move-
ment of the pallet and the friction roller increases with 
increasing pallet weight and is 0.4...0.5 s for a pallet 
weighing 1,500 kg. 

Ключевые слова: гравитационный роликовый         
конвейер, паллета, фрикционный тормозной ролик, 
динамическая модель, гравитационный стеллаж. 
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Keywords: gravity roller conveyor, pallet, brake roller, 
dynamic model, pallet flow rack. 
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1. Введение 

 
Транспортная стратегия РФ предполагает 

рост производительности труда в транспорт-
ном комплексе РФ на 67,2%. Для этого необ-
ходимо создание комплекса мультимодаль-
ных транспортно-логистических центров 
вблизи крупнейших точек потребления. Од-
ним из основных элементов инфраструктуры 
таких комплексов являются склады, осна-
щенные различными типами оборудования, 
включая стеллажные и автоматизированные 
системы [1]. 

Основной транспортной единицей таких 
комплексов являются деревянные поддоны 
[2], продажи которых в период с 2017-2021 
гг. выросли в 2,1 раза.  

Одним из решений, позволяющих повы-
сить эффективность работы склада, а также 
снизить затраты на площадь хранения и по-
высить скорость обработки грузов являются 
гравитационные стеллажи, состоящие из 
гравитационного роликового конвейера и 
стеллажной конструкции [3 - 6].  

Гравитационные роликовые конвейеры 
являются одним из самых дешевых машин 
непрерывного транспорта [7]. Использование 
гравитационных роликовых конвейеров в 
конструкции стеллажа для паллет предпола-
гает применение тормозных роликов – 
устройств, ограничивающих скорость дви-
жения паллет [8]. В работах [9, 10] рассмот-
рены математические модели установивше-
гося движения паллеты по тормозным роли-
кам различных конструктивных исполнений 
– фрикционного и магнитного типов. Однако 
не рассмотренными оставались динамиче-
ские процессы, возникающие при движении 
паллеты по гравитационному роликовому 
конвейеру.  

Целью настоящего исследования является 
исследование процессов взаимодействия 
паллеты и фрикционного тормозного ролика, 
наиболее широко используемого в качестве 
тормозного устройства в гравитационном 
роликовом конвейере стеллажей для паллет.  

 
 
 
 

2. Постановка задачи 
 

Наибольшую сложность в теории грави-
тационного конвейера представляет иссле-
дование совместного движения роликов и 
грузов [11]. В данной работе будем рассмат-
ривать динамический процесс, возникающий 
при наезде паллеты на неподвижный фрик-
ционный тормозной ролик. 

Фрикционный тормозной ролик состоит 
из планетарного мультипликатора и центро-
бежного тормоза фрикционного типа [8]. 
Общий вид фрикционного тормозного роли-
ка приведена на рис. 1., а схема центробеж-
ного тормоза ролика – на рис. 2. 

 

 
Рис. 1. Общий вид фрикционного 

тормозного ролика 
 

 
Рис. 2. Схема центробежного тормоза ролика: 

1 – ступица; 2 – ось колодки;  
3, 4 – тормозная колодка; 5 – неподвижная 

ось тормозной вставки; 6 – тормозная  
вставка; 7 – центральная шестерня;  

8 – размыкающая пружина; 9 – фрикционная 
накладка; 10 – обечайка тормозного ролика 
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При наезде паллеты на неподвижный 
фрикционный тормозной ролик происходят 
следующие динамические процессы: 

 Разгон обечайки тормозного ролика до 
скорости 0V  срабатывания центробежного 
тормоза (следовательно, тормозной силы не 
возникает), происходящий за счет силы 
сцепления между паллетой и обечайкой тор-
мозного ролика. Линейная скорость обечай-
ки тормозного ролика и паллеты не равны, 
вследствие чего происходит раздельное дви-
жение паллеты и тормозного ролика со 
скольжением. 

 Разгон обечайки тормозного ролика со 
скорости 0V  срабатывания центробежного 
тормоза до скорости maxV сцепления паллеты 
с обечайкой тормозного ролика, линейная 
скорость которой также не равна скорости 
движения паллеты. При этом движение пал-
леты и тормозного ролика имеют раздель-
ный характер движения, однако наблюдается 
рост тормозной силы ролика из-за увеличе-
ния линейной скорости обечайки тормозного 
ролика и наличия фрикционного контакта 
между накладками центробежного тормоза и 
обечайкой ролика. 

 При выравнивании линейных скоростей 
паллеты и обечайки тормозного ролика про-
исходит их совместное движение без про-
скальзывания, при котором осуществляется 
торможение паллеты до скорости её устано-
вившегося движения [12]. 

На рис. 3 представлена зависимость ско-
рости движения паллеты и линейной скоро-
сти обечайки фрикционного тормозного ро-
лика при наезде паллеты на тормозной ро-
лик. Раздельное движение паллеты и тор-
мозного ролика характеризуется неконтро-
лируемым скольжением паллеты, поэтому 
следует минимизировать продолжительность 
данного процесса (при этом скорость начала 
совместного движения не должна превышать 
скорости сцепления maxBV V ). 

 
3. Динамическая модель фрикционного 

тормозного ролика 
 

Динамическая модель построена на осно-
ве расчетной схемы центробежного тормоза 
(рис. 4) [12]. 

 
Рис. 3. Зависимость скорости движения   

паллеты (1) и линейной скорости обечайки 
фрикционного тормозного ролика (2) при 

наезде паллеты на тормозной ролик 
 

 
Рис. 4. Расчетная схема центробежного     

тормоза ролика 
 

3.1. Разгон тормозного ролика до скорости 
срабатывания центробежного тормоза 

 
Движущей силой при разгоне фрикцион-

ного ролика при наезде на него паллеты яв-
ляется сила трения скольжения паллеты и 
обечайки фрикционного ролика [11]. Так как 
при разгоне тормозного ролика до скорости 

0V  срабатывания центробежного тормоза от-
сутствует тормозная сила, то участок разгона 
тормозного ролика до скорости 0V  описыва-
ется уравнением 

 
2

ПФР ФР
ФР

f wd DJ G
dt n
 

  , 
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где ФРJ  - момент инерции тормозного роли-
ка, кг·м2; ФР  - угловая скорость обечайки 
тормозного ролика, с-1; G  - сила тяжести 
паллеты, кг; Пf  - коэффициент трения 
скольжения между паллетой и обечайкой 
тормозного ролика; w  - коэффициент сопро-
тивления передвижению паллеты по грави-
тационному роликовому конвейеру стелла-
жа; n  - количество роликов под паллетой; 

ФРD  - диаметр тормозного ролика, м. 
Сопротивление w  передвижению палле-

ты по гравитационному роликовому конвей-
еру стеллажа определяется по известным ме-
тодикам [11] и для параметров используемых 
конвейеров составляет не более 0,02. При 
этом коэффициент трения Пf  скольжения 
паллеты с использованием деревянного под-
дона по стальной обечайке тормозного роли-
ка находится в пределах 0,45…0,5. Следова-
тельно, для инженерных расчетов сопротив-
лением передвижению паллеты по тормоз-
ному ролику при их раздельном движении 
можно пренебречь. Тогда уравнение дина-
мического процесса разгона описывается 
выражением 

2
ФР П ФР

ФР
d f DJ G

dt n


   .     (1) 

Решая уравнение (1), с учетом равно-
ускоренного характера движения обечайки 
тормозного ролика (из-за отсутствия тормоз-
ной силы), получим решение в виде: 

2

4
ФР П

инт
ФР

D G fV t С
n J
 

  
 

, 

где V  - линейная скорость обечайки тормоз-
ного ролика, м/с. 

Постоянная интегрирования интС  опреде-
ляется с учетом начальный условий при 
t  = 0 c, V  = 0 м/с. Следовательно, 

интС  = 0 м/с. 
Таким образом, линейная скорость обе-

чайки тормозного ролика определяется вы-
ражением 

2

4
ФР П

ФР

D G fV t
n J
 

 
 

,         (2) 

а продолжительность 1 1t   процесса разгона 
обечайки тормозного ролика до скорости 0V  

срабатывания центробежного тормоза - фор-
мулой 

1 1 02

4 ФР

ФР П

n Jt V
D G f
 

 
 

.         (3) 

 
3.2. Разгон тормозного ролика со скорости 
срабатывания центробежного тормоза до 

скорости сцепления 
 

После срабатывания центробежного тор-
моза на обечайку тормозного ролика и ступи-
цу его центробежного тормоза действует 
тормозные силы 1ТF  и 2ТF  соответственно. 
Основное уравнение динамики на этом этапе: 

 1 22 2
ФР П ФР ВН

ФР Т Т
d f D DJ G F F

dt n


      . 

Тормозные силы 1ТF , действующая на 
обечайку тормозного ролика, и 2ТF , дей-
ствующая на ступицу центробежного тормо-
за, определяются из расчетной схемы цен-
тробежного тормоза с учетом наличия пла-
нетарного мультипликатора. Более подробно 
расчет представлен в работах [9, 12]. 

После преобразований получим уравне-
ние 

 1
2 2

к ФР ВНФР П ФР
ФР

i Nf u Dd Gf DJ
dt n

 
  ,(4) 

где кi  - количество фрикционных накладок; 
N  - сила нормального давления фрикцион-
ной накладки на обечайку тормозного роли-
ка, Н; f  - коэффициент трения скольжения 
между фрикционной накладкой тормоза и 
обечайкой ролика; u  - передаточное отно-
шение мультипликатора; ФР  - КПД ролика; 

ВНD  - внутренний диаметр обечайки тормоз-
ного ролика, м. 

Сила N  нормального давления фрикци-
онной накладки на обечайку тормозного ро-
лика зависит от её линейной скорости и мо-
жет быть определена с учетом исследований 
[12] и расчетной схемы (рис.4) по выражению 

   
2

2 2
02

4 Г

ФР

m r c uN V V
D а f b
   

 
  

,      (5) 

где Гm  - масса тормозной колодки, кг; r  - 
радиус действия центробежной силы, м; c  - 
плечо действия центробежной силы, м; а  - 
плечо действия силы нормального давления, 
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м; b  - плечо действия силы трения, м; V  - 
линейная скорость обечайки тормозного ро-
лика, м/с; 0V  - скорость срабатывания цен-
тробежного тормоза, м/с. 

Решая уравнение (4) с учетом выражения 
(5) в основное уравнение динамики на этом 
этапе (4), а также учитывая начальное усло-
вие t  = 0 c, V  = 0V , получим:  

'
max

'
max

2'

max 2'

1
1

Ф

Ф

A V t
д

A V t
д

k eV V
k e

  

  

 


 
,     (6) 

где коэффициенты '
дk  и '

ФA определяются по 
формулам 

' max 0

max 0
д

V Vk
V V





, 

 
 

2
' 1К Г ВН ФР
Ф

ФР ФР

i f m r c u D u
A

J D a f b
        


   

. 

Продолжительность 1 2t   процесса разгона 
обечайки тормозного ролика со скорости 0V  
срабатывания центробежного тормоза до 
скорости maxV  сцепления паллеты с обечай-

кой тормозного ролика определяется из 
уравнения (6) при max0,999V V  по формуле 

1 2 ' '
max

1 1999ln
2 Ф д

t
A V k  
 

.      (7) 

Общая продолжительность 1t  раздельно-
го движения паллеты и тормозного ролика 
определяется с учетом выражений (3) и (7) 

1 1 1 1 2t t t   . 
 

3.3. Торможение паллеты и тормозного   
ролика при их совместном движении 

 
При совместном движении паллеты и 

тормозного ролика движущей силой являет-
ся не сила трения между ними, а уклон роли-
кового полотна, при этом необходимо учи-
тывать приведенный момент инерции от по-
ступательно движущейся паллеты. Тогда ос-
новное уравнение динамики описывается 
выражением 

 

     tan 1
2 2

ФР к ВН ФРП ФР
ФР ПР

G D w i N f D udJ J
dt

          
    ,  (8) 

 

где 
2

4
П ФР
ПР

DJ M   - момент инерции посту-

пательно движущейся паллеты, приведенный 
к обечайке тормозного ролика, кг·м2; tan  - 
уклон роликового полотна. 

Проводя вычисления, аналогичные п. 3.2, 
подставив выражение (5) в выражение (8), а 
также с учетом начального условия t  = 0 c, 
V  = maxV , получим  

2

2
1
1

Ф уст

Ф уст

A V t
д

уст A V t
д

k eV V
k e

  

  

 


 
,     (9) 

где коэффициенты '
дk  и '

ФA определяются по 
формулам 

max

max

уст
д

уст

V V
k

V V





, 

 
   

2 1К Г ВН ФР
Ф П

ФР ПР ФР

i f m r c u D u
A

J J D a f b
        


    

. 

Продолжительность 2t  совместного дви-
жения паллеты и тормозного ролика опреде-

ляется по уравнению (9) при 1,05 устV V   по 
формуле 

2
1 41ln

2 Ф уст д

t
A V k

 
 

.             (10) 

 
4. Результаты и их анализ 

 
Проанализируем полученные результаты 

для фрикционного тормозного ролика, пара-
метры которого указаны в табл. 1.  

На рис. 5 приведены результаты расчета 
продолжительности 1 1t   процесса разгона 
обечайки тормозного ролика до скорости 0V , 
определенные по выражению (3) с учетом 
данных табл. 1. 

Анализ полученных результатов показал, 
что продолжительность 1 1t   разгона тормоз-
ного ролика до скорости срабатывания его 
центробежного тормоза уменьшается с уве-
личением массы паллеты и не превышает 
0,02 с для паллет массой 250 кг. 
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Таблица 1 
Исходные данные для исследования динамической модели фрикционного ролика 

Наименование параметра Значение 
Параметры паллеты 

Масса паллеты, кг 250…1500 
Материал поддона дерево 

Параметры гравитационного роликового конвейера стеллажа 
Уклон роликового полотна 0,04 
Коэффициент сопротивления передвижению 0,02 

Количество роликов под паллетой 

Для массы паллеты  
до 1000кг – 6;  
до 1250 кг – 7,  

до 1500 - 8 
Коэффициент трения паллеты с обечайкой ролика [13] 0,5 

Параметры фрикционного тормозного ролика  
Диаметр тормозного ролика, м 0,089 
Внутренний диаметр обечайки тормозного ролика, м 0,083 
Момент инерции тормозного ролика, кг·м2 0,0426 
Передаточное отношение мультипликатора 24 
КПД тормозного ролика 0,9 
Количество тормозных колодок 2 
Масса тормозной колодки, кг 0,04 
Коэффициент трения фрикционной накладки по обечайке тормоз-
ного ролика 0,44 

Радиус действия центробежной силы, м 0,0216 
Расстояние до центра тяжести, м 0,0293 
Плечо силы нормального давления, м 0,0288 
Плечо силы трения, м 0,0502 
Скорость срабатывания центробежного тормоза, м/с 0,1654 

 

 
Рис. 5. Продолжительность процесса разгона 

обечайки тормозного ролика до скорости 
срабатывания центробежного тормоза в     

зависимости от массы паллеты 
 
В табл. 2 и на рис. 6 приведены результа-

ты расчета, полученные с учетом выражения 
(6) для данных, приведенных в табл. 1.  

Анализ полученных результатов показал, 
что продолжительность 1 2t   процесса разгона 
обечайки тормозного ролика со скорости 0V  

срабатывания центробежного тормоза до 
скорости maxV  сцепления паллеты с обечай-
кой тормозного ролика слабо зависит от мас-
сы паллеты и для данных табл. 2 составляет 

1 2t  = 0,012…0,015 с. 
Анализ процесса совместного движения 

паллеты и тормозного ролика проводился по 
формуле (8) с учетом данных, приведенных в 
табл. 1, и приведен в табл. 3 и на рис. 7.  

Зависимость продолжительности 2t  сов-
местного движения паллеты и тормозного 
ролика, рассчитанные по выражению (10) 
для данных табл. 3 приведены на рис. 8. 

Анализ полученных результатов показал, 
что продолжительность 2t  совместного дви-
жения паллеты и тормозного ролика возрас-
тает с увеличением массы паллеты и для 
максимальной массы, равной 1500 кг, со-
ставляет 0,3…0,4 с. 
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Таблица 2 

Параметры уравнения движения 
Масса паллеты, кг 250 500 750 1000 1250 1500 

Количество роликов 
под паллетой 6 6 6 6 7 8 

Коэффициент '
ФA , м-1  945,88 

Скорость сцепления 
паллеты, м/с 0,1934 0,2178 0,2398 0,2599 0,2653 0,2694 

Коэффициент '
дk  12,83 7,31 5,45 4,50 4,31 4,18 

 

 
Рис. 6. Линейная скорость обечайки тормозного ролика в процессе его разгона со               
скорости срабатывания центробежного тормоза до скорости сцепления паллеты с                 

обечайкой тормозного ролика 
 
 

Таблица 3 
Параметры уравнения движения 

Масса паллеты, кг 250 500 750 1000 1250 1500 
Количество роликов 

под паллетой 6 6 6 6 7 8 

Коэффициент ФA , м-1 74,96 39,03 26,38 19,92 16,01 13,38 
Скорость установив-

шегося движения 
паллеты, м/с 

0,1726 0,1794 0,1860 0,1924 0,1985 0,2045 

Коэффициент дk  -17,55 -10,34 -7,92 -6,70 -6,94 -71,42 
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Рис. 7. Линейная скорость паллеты и обечайки тормозного ролика в процессе их                   

совместного движения 
 

 
Рис. 8. Продолжительность динамического 
процесса совместного движения паллеты и 
тормозного ролика в зависимости от массы 

паллеты 
 

5. Заключение 
 

Динамические процессы, возникающие 
при наезде паллеты на тормозной ролик, 
предполагают раздельное и совместное дви-
жение паллеты и тормозного ролика.  

При раздельном движении происходит 
разгон обечайки тормозного ролика и некон-
тролируемое скольжение паллеты по тор-
мозному ролику, поэтому при разработке 
конструкции гравитационного роликового 
конвейера требуется оценка продолжитель-
ности с целью её минимизации.  

При совместном движении паллеты и 
тормозного ролика происходит снижение их 
скорости движения до установившегося зна-
чения. Оценка продолжительности этого 
процесса требуется для прогнозирования 

безопасного движения паллеты и не превы-
шения допустимых скоростей движения. 

Разработанная динамическая модель 
фрикционного тормозного ролика позволяет 
определить линейную скорость его обечайки 
на всех этапах взаимодействия паллеты и 
фрикционного тормозного ролика. 

Проведенные исследования по оценке 
продолжительности динамических процес-
сов для разработанной конструкции фрикци-
онного тормозного ролика показали, что: 

 продолжительность разгона тормоз-
ного ролика до скорости срабатывания его 
центробежного тормоза уменьшается с уве-
личением массы паллеты и не превышает 
0,02 с для паллет массой 250 кг; 

 продолжительность процесса разгона 
обечайки тормозного ролика со скорости 
срабатывания центробежного тормоза до 
скорости сцепления паллеты с обечайкой 
тормозного ролика слабо зависит от массы 
паллеты и составляет 0,012…0,015 с; 

 продолжительность совместного 
движения паллеты и тормозного ролика воз-
растает с увеличением массы паллеты и для 
максимальной массы, равной 1500 кг, со-
ставляет 0,3…0,4 с. 

С учетом полученных данных можно 
сделать вывод о том, что для инженерных 
расчетов временем раздельного движения 
паллеты и фрикционного тормозного ролика 
можно пренебречь.  
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УДК (UDC) 629.5:629.52 
УЛУЧШЕНИЕ ПРОГНОЗИРОВАНИЯ ДЕМПФИРОВАНИЯ КРЕНА:  

НОВЫЙ ПОДХОД С ПРОВЕРКОЙ МЕТОДОВ LWM И AGM 
 

ENHANCING ROLL-DAMPING PREDICTIONS: A NOVEL APPROACH  
WITH LWM AND AGM VALIDATION  

 
Назаризаде К. 
K. Nazarizadeh 

 
Бабольский технологический университет имени Ноширвани (Бабол, Иран) 

Babol Noshirvani University of Technology (Babol, Iran) 
 

Аннотация. Демпфирование крена является глав-
ной проблемой остойчивости крупных морских су-
дов, особенно перевозчиков сжиженного природного 
газа и плавучих установок для добычи, хранения и 
отгрузки нефти и газа, которые оснащены боль-
шими сферическими резервуарами, где разбрызгива-
ние жидкости может усилить качку. В данной 
статье для улучшения прогнозирования угла крена 
представлен гибридный вейвлет-подход. Был по-
строен многослойный персептрон (MLP) на языке 
прогнозирования Python, который был интегриро-
ван с вейвлет–методом Лукаса (LWM) с целью со-
здания модели MLP-LWM, способную описывать 
нелинейную динамику крена. Комбинированный ме-
тод полностью соответствовал наблюдаемому 
поведению (R2 = 0,998010) и был проверен на соот-
ветствие установленным методикам, включая ме-
тод Акбари-Ганджи (AGM). Для репрезентативно-
го испытания на крен под углом 4° метод AGM про-
демонстрировал наиболее полное соответствие 
эталонному показателю, получив среднее значение θ 
= 0,0528 и стандартное отклонение 0,0146. Метод 
гомотопических возмущений (HPM) показал незна-
чительную погрешность в 0,87%, тогда как метод 
MLP–LWM дал большую погрешность в 5,11%, при 
среднем значении θ = 0,0555 и стандартном откло-
нении 0,0154. Сравнение временных рядов показыва-
ет, что все методы фиксируют один и тот же 
общий тренд затухания, но MLP-LWM лучше справ-
ляется с более мелкими переходными процессами, 
чем HPM. Эти результаты показывают, что ги-
бридный подход является многообещающим для 
определения сложных явлений демпфирования, свя-
занных с расплескиванием, однако для достижения 
постоянной точности AGM требуются дополни-
тельные обучающие данные и настройка гиперпа-
раметров. Таким образом, модель MLP–LWM пред-
лагает гибкую альтернативу с высоким разрешени-
ем для прогнозирования изменения крена на судах, 
чувствительных к качке, при условии проведения 
дополнительной калибровки перед эксплуатацион-
ным использованием. Будущая работа будет сосре-
доточена на расширении учебных наборов данных, 
полученных на основе различных состояний моря и 
геометрии резервуаров, систематическом поиске 
гиперпараметров и проверке в реальных условиях с 
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Abstract. Roll damping is a central stability concern for 
large maritime vessels, especially LNG carriers and 
FPSOs fitted with large spherical tanks, where liquid 
sloshing can intensify motions. This study introduces a 
hybrid data-driven wavelet approach to improve roll-
angle prediction. We built a multilayer perceptron 
(MLP) in Python and integrated it with the Lucas wave-
let method (LWM) to create an MLP–LWM model capa-
ble of modeling nonlinear roll dynamics. The combined 
method delivered a strong fit to observed behaviour (R² 
= 0.998010) and was validated against established 
techniques, including Akbari-Ganji’s Method (AGM). 
For a representative 4° roll test, AGM produced the 
closest agreement with reference behaviour, yielding 
mean θ = 0.0528 and standard deviation 0.0146. The 
homotopy perturbation method (HPM) showed a minor 
error of 0.87%, whereas the MLP–LWM produced a 
larger error of 5.11%, with mean θ = 0.0555 and stand-
ard deviation 0.0154. Time-history comparisons reveal 
that all methods capture the same overall decay trend, 
but MLP–LWM resolves finer transient features better 
than HPM. These results indicate that the hybrid ap-
proach is promising for capturing complex sloshing-
related damping phenomena, yet it requires additional 
training data and hyperparameter tuning to reach the 
consistent accuracy of AGM. In summary, MLP–LWM 
offers a flexible, high-resolution alternative for roll-
damping prediction in sloshing-sensitive ships, provided 
that further calibration is undertaken before operational 
use. Future work will focus on expanding training da-
tasets drawn from varied sea states and tank geometries, 
systematic hyperparameter searches, and real-world 
validation with model tests or full-scale measurements 
to close the performance gap urgently. 
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помощью модельных тестов или полномасштабных 
измерений. 
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Ключевые слова: демпфирование крена, MLP,         
вейвлет-метод Лукаса, HPM, AGM. 
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Keywords: Roll-damping, MLP, Lucas Wavelet Method, 
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NOMENCLATURE 
 

 - Time, s  - Displacement, m3 
 - Roll angle, degrees  - Exciting moment, N∙m 
 - Angular velocity, degrees/s  - Righting lever of the ship, m 
 - Angular acceleration, degrees/s2  - Metacentric height, m 
 - Mass moment of inertia, kg/m2  - Restoring coefficient, N/m 

 - Added mass moment of inertia, kg/m2  - The ratio of linear damping 
 - Linear damping  - Non-dimensional nonlinear term 
 - Nonlinear damping  - Imaginary unit 

LBP - Length between perpendicular B - Breadth 
D - Draft H - Height of the ship 

 
 

1. INTRODUCTION 
 

The study of ship roll-damping is a critical 
area of marine engineering, particularly for ves-
sels such as Liquefied Natural Gas (LNG) carri-
ers, Floating Production Storage and Offloading 
units (FPSOs), and other ships equipped with 
large spherical tanks. The significance of roll-
damping lies in its ability to stabilise lateral mo-
tion, which is essential for ensuring operational 
safety and efficiency in marine environments. 
The roll motion of ships is inherently non-
linear, necessitating the application of advanced 
mathematical methods to solve the governing 
equations effectively. 

Roll-damping mechanisms are vital for 
maintaining the stability of vessels in the face of 
external disturbances, such as waves and wind. 
For LNG carriers, which transport highly vola-
tile cargo, maintaining stability is paramount to 

prevent accidents and ensure safe operations. 
The roll motion can lead to significant lateral 
forces that may compromise the structural integ-
rity of the vessel and its cargo. FPSOs, which 
are often deployed in harsh marine environ-
ments, also face challenges related to roll mo-
tion. The large spherical tanks used in these ves-
sels can exacerbate roll dynamics due to their 
shape and the distribution of mass, making ef-
fective roll-damping solutions critical for opera-
tional safety.  

The roll motion of ships is characterised by 
its non-linear nature, which complicates the 
analysis and modeling of roll-damping systems. 
Non-linear dynamics can lead to unpredictable 
behaviour, such as capsizing or excessive roll-
ing, which can be detrimental to both the vessel 
and its cargo. As such, understanding and miti-
gating roll motion through effective damping 
mechanisms is essential. Various methods have 
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been developed to address the non-linear char-
acteristics of roll motion, including numerical 
simulations and analytical techniques that can 
provide insights into the complex interactions 
between ship dynamics and environmental forc-
es [1]. 

Different methods for predicting ship roll-
damping at forward speed, including a simple 
method and a component analysis considering 
various damping sources. Formulas derived 
from theoretical and experimental considera-
tions and a computer program were presented 
[2]. The generalised Krylov–Bogoliubov as-
ymptotic method was used to develop a nonlin-
ear roll motion model for ships, introducing 
nonlinearities through damping and restoring 
terms, with validation through a numerical ex-
ample for a small vessel [3].  A nonlinear equa-
tion describing a ship rolling in synchronous 
beam waves was proposed. The study employed 
the generalised Duffing's method in the fre-
quency domain [4].   

Another study addressed the complexity of 
ship roll motion, emphasising the crucial role of 
accurate estimation of viscous roll-damping, 
especially due to low potential wave damping. 
The study offers an extensive literature review 
on various prediction methods for viscous roll-
damping and presents a state-of-the-art estima-
tion method for ship-shaped structures. The de-
veloped computer code is validated against ex-
perimental data, aiming to provide a compre-
hensive reference for future research on this top-
ic [5]. 

The estimation of parameters for ship roll-
models has been extensively discussed in recent 
years, utilising various computational methods, 
such as theoretical analysis, model experiments, 
and numerical simulations. Prior research has 
focused mainly on analytical or numerical ap-
proaches to solving the nonlinear roll response 
of a floating body [6-8]. Nonlinear and fraction-
al differential equations have also been used to 
investigate roll characteristics [9, 10]. 

Approximated solutions were obtained by 
either semi-analytical or numerical methods, 
while the exact ones are not attainable. Analys-
ing natural roll decay, either numerically or ex-
perimentally, can be used to determine the pa-
rameters of nonlinear systems. A combination 

of asymptotic methods such as RKM, HPM, 
cargo methods, Froude energy, and wavelet 
methods, is effective for solving nonlinear dif-
ferential equations [11-13]. The definitions of 
the natural roll decay allow for the determina-
tion of parameters in the nonlinear system. 

In the broader field of non-linear equation 
solutions, various analytical methods have been 
employed to address the complexities of non-
linear fluid dynamics, but roll-damping mecha-
nisms in ship and offshore structures were not 
studied specifically. Among these methods, Ak-
bari-Ganji's Method (AGM), Homotopy Pertur-
bation Method (HPM), and Variational Iteration 
Method (VIM) were chosen for this study. They 
stand out due to their effectiveness in tackling 
complex nonlinear equations. 

The Akbari-Ganji's Method (AGM) is a 
semi-analytical technique that has been success-
fully applied to solve a variety of non-linear dif-
ferential equations. This method involves trans-
forming the non-linear equations into a series of 
linear equations, which can then be solved itera-
tively. The AGM is particularly useful in fluid 
mechanics for problems where traditional ana-
lytical methods may fail due to the complexity 
of the non-linear terms present in the governing 
equations [14, 15]. Its application in magneto-
hydrodynamics (MHD) and non-Newtonian flu-
id dynamics has demonstrated its versatility and 
robustness in yielding accurate solutions [16, 
17]. 

The Homotopy Perturbation Method (HPM) 
is another powerful tool for solving nonlinear 
equations. Developed by Ji-Huan He, HPM 
combines the concepts of homotopy and pertur-
bation techniques to construct a solution that 
converges to the exact solution of the non-linear 
problem. This method is particularly advanta-
geous as it does not require a small parameter, 
making it applicable to a broader range of prob-
lems, including those in fluid mechanics, where 
non-linearities are significant [18, 19]. The 
HPM has been effectively utilised to solve vari-
ous fluid flow problems, including those involv-
ing nanofluids and MHD flows, showcasing its 
adaptability and efficiency [20, 21]. 

Wavelet analysis, utilising natural roll de-
cay, offers an efficient approach for estimating 
ship roll-model parameters. The method’s foun-
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dation lies in a smooth orthonormal basis, de-
rived from a mother wavelet, which is pivotal 
for compression algorithms. Wavelets are dis-
tinguished by features such as compact support 
and multi-resolution analysis, making them 
highly relevant in both theoretical and practical 
contexts. They enable the algebraic representa-
tion of problems in the wavelet domain, which 
can be inversely transformed to achieve solu-
tions. With the capability to represent signals 
concurrently in time and frequency domains, 
wavelets provide benefits like discrete time-
frequency localisation, adaptability, and robust-
ness. They are particularly useful in numerical 
approximations for solving ordinary and partial 
differential equations, as well as integral and 
integrodifferential equations, through various 
wavelet forms such as Haar, Legendre, Cheby-
shev, Lucas, and Vieta-Lucas [22-25].  

Wavelets are versatile, finding use in various 
disciplines including mathematics, physics, 
chemistry, biology, engineering, statistics, and 
time series analysis. Various wavelet forms and 
approximation functions are utilised for numeri-
cal solutions to initial and boundary value prob-
lems. Additionally, wavelet neural networks are 
gaining recognition as a novel method for ad-
dressing nonlinear differential equations [26-28]. 

2. METHODOLOGY 
 

It should be mentioned that the methodolo-
gy, including equation solving, compter-based 
replica, and model development, was conducted 
using Python for computational efficiency and 
reproducibility.  

 
2.1. Case Study (I): LNG carrier with two 

spherical tanks 
 
We have conducted a study on a barge-style 

vessel, 200 m in length and 46 m in beam, with 
a focus on its roll response and sloshing issues. 
The details of this vessel are provided in Table 
2. It has a uniform cross-section along its length 
and is designed to display roll characteristics 
typical of a Moss-type LNG carrier. The ves-
sel’s sloshing effects are simulated using two 
spherical tanks. 
The study was carried out using a computerized 
model that replicates the conditions of an LNG 
carrier during side-by-side offloading. We chose 
a standard load condition of 50% by volume as 
the reference for this study, with details provid-
ed in Table 1 for both the full-scale and the rep-
lica scale. 

 
Table 1  

Properties of the investigated barge-style  LNG carrier[7] 

Ship Designation Parameters Values 
LBP, m 200 
B, m 46 
H, m 25.5 
Draught – average, m 11.1 
Displacement, kg 99297900 
Radius of roll gyration, m 19.4 
Radius of pitch gyration, m 68.5 
 
 

The replica under investigation is depicted in 
Fig. 1. The vessel’s conditions under investiga-
tion include calm water and wave conditions. 
Decay tests were performed in calm water to 
obtain decay curves. In these tests, the vessel is 
tilted to an initial angle (as shown in Fig. 2), re-
leased when the target is reached, and then al-
lowed to move freely in the calm water [29]. 

 

2.2. Case Study (II): FPSO unit 
 

A Floating Production Storage and Offload-
ing (FPSO) unit, representative of Brazilian oil 
production platforms, serves as the subject of 
this case study, analyzing two distinct opera-
tional loading conditions: full and standard 
loading. Table 3. presents the primary character-
istics of the FPSO under these loading conditi- 
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Figure 1. The three-view breakdown drawing of the barge-style LNG carrier 

 
Figure 2. The demonstration of roll decay damping of the vessel in calm water 

 
ons. Across all three loading scenarios, the 
FPSO featured bilge keels measuring 1.00 m in 
width, extending along 127.2 m on both sides of 
the parallel body—an inclusion typical for 
FPSO units, often with larger dimensions than 
conventional ships. The average damped roll 
natural periods of the replica were 14.8 s, and 
14.4 s, respectively for the full and standard 
loading conditions. The estimation of roll decay 
damping coefficients based on the replica is 
provided in subsequent table 2 [29]. 

 
2.3. Formulating the mathematical models 

 
Two mathematical models are formulated 

for maritime structures: an LNG carrier with 
two spherical tanks and an FPSO replica. For 
the LNG carrier, equations describing roll mo-
tion are simplified using Fourier series expan-
sion, while the FPSO replica utilizes a single 

degree of freedom equation incorporating both 
linear and quadratic damping components. 
These formulations are crucial for understand-
ing the behavior of these vessels in different en-
vironmental conditions. 
 

2.4. LNG carrier with two spherical tanks 
 

The equations are taken from the referred ar-
ticles[6, 30, 31]. 

A ship, taking allows:  
    (1) 

To determine the linear damping term B1 
and the nonlinear damping term B2 in the roll 
motion equation (Eq. 1), it is assumed that the 
decaying oscillation exhibits a reasonably har-
monic behavior over each half cycle. As a re-
sult, the nonlinear term is approximated a line-
arized using a Fourier series expansion as:  
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Table 2  
Properties of the investigated FPSO unit 

Ship Designation Parameters Standard Full 
LBP, m 320 320 

B, m 54.5 54.5 
D, m 27.8 27.8 

Draught – average, m 14.7 8.0 
Displacement, kg 211.884 111.400 
Roll inertia, t.m2 8.29E+07 5.09E+07 

Metacentric height, m 9.5 12.41 
 

 

       (2) 
By substituting in (Eq. 2), the non-

dimensional form of the nonlinear equation of 
motion (Eq. 1), with an initial heel angle of 4o 
can be expressed as:  

    (3) 
 

2.5. The FPSO replica 
 

The equations are taken from the referred ar-
ticles [10, 31]. 

The equation describing the roll decay mo-
tion of shining calm water can be expressed as a 
single degree of freedom (1-DOF) equation:  

   (4) 
The damping coefficient, denoted as , 

i the equation. The canonical form of (Eq. 4) is 
defined by: 

             (5) 
Where:  

 
The damping moment can also be expressed 

as a combination of linear and quadratic com-
ponents: 

       (6) 
By substituting (Eq. 6) into (Eq. 5), we can 

derive the equation for the ship's roll motion: 
            (7) 

 
2.6. Lucas wavelet method combination with 

a multi-layer perceptron 
 

In brief, wavelets are small waves construct-
ed from the dilation and translation of a single 

function, known as the mother wavelet. Lucas 
wavelets are a specific type, defined by Lucas 
polynomials, and can be used for function ap-
proximation. The Multi-Layer Perceptron 
(MLP) is a feed-forward artificial neural net-
work employed for tasks like time-series fore-
casting. In the context of wavelets, MLPs can 
utilize wavelet solutions as inputs for forecast-
ing tasks, achieving accurate predictions by pro-
cessing historical data effectively. 

 
2.6.1. Wavelet 

 
A wavelet is a small wave that consists of a 

collection of functions constructed from the di-
lation and translation of a single function known 
as the mother wavelet[32]. This collection of 
continuous wavelets is defined by: 

                                                              (8) 
Here,  represents the dilation parameter 

and  represents the translation parameter. If 
we assign discrete values to these parameters as 

and , where  
and , and and  are positive integers, 
then the family of discrete wavelets is defined 
as follows: 

   (9) 
 

2.6.2. Lucas polynomials 
 
The equations are taken from the referred ar-

ticle[33]. 
The Lucas polynomials of degree , denoted 

as , can also be defined using the following 
relation: 
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     (10) 
Alternatively,       (11) 

Some of these Lucas polynomials are de-
fined as follows: 

 
  (12) 

 
2.6.3. Lucas wavelet 

 
The equations are taken from the referred ar-

ticles [8, 33]. 
Lucas wavelets denoted as  or 

 are defined on the interval [0, 2) 
with four arguments: 

      (13) 
Where: 

            (14) 
Now, S is defined as the maximum order of 

the Lucas polynomials. The indices for the Lucas 
polynomials are given by . 

 is also defined as , where p takes 
values from 0 to , with k being any non-
negative integer.  

The Lucas wavelets, denoted as , are a 
set of Lucas polynomials of order S that are or-
thogonal concerning: 

 
 

2.6.4. Function approximation 
 
A function  defined over the interval 

[0, 2) can be expanded in terms of Lucas wave-
lets as follows: 

      (15) 
By truncating the infinite series in Equation 

(15) concerning the p and q of the Lucas wave-
let, then the coefficients  represent the val-

ues of the function . The term  rep-
resents the inner product of  and , 
where  is a Lucas wavelet with a weight 
function . 

     (16) 
Where  and  are matrices giv-

en by: 
 (17) 

 
(18) 

 
If  is defined as the Lucas wavelet vec-

tor in (Eq. 18), then the first derivative of this 
vector can be expressed as: 

  (19) 

Where  is  square matrix of order the 
derivative: 

 
Here, a square matrix F of order S, where 

each element in the (μ, δ) position is defined as: 

  (20) 
For proof of this theorem, see reference [34]. 
 

 

 
2.6.5. Corollary [18] and Convergence 

 theorem 
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The operational matrix of the derivative for 

an nth-order can be obtained by: 

 
The Lucas wavelet series solution, as defined in 
(Eq. 15), converges uniformly towards the func-
tion  when Lucas wavelets are utilized 
[18]. 
 

2.6.6. Multi-Layer Perceptron (MLP)               
approach in wavelet 

 
In this study, a widely recognized feed-

forward artificial network known as the Multi-
layer Perceptron (MLP) was utilized [35]. It is a 
powerful tool, capable of expanding the Lucas 
wavelet domain for roll angle data forecasting. 

The time-series format of roll angle data is cru-
cial for accurate forecasting, and we assumed 
that the MLP model's output relies on the last 5 
seconds of roll angle history for improved re-
sults. The forecasting process, illustrated in Fig. 
3, involves formulating roll angle data from the 
wavelet solution, which is then treated as input 
for the MLP model's input layer. The network 
comprises an input, with four hidden layers and 
an output layer with a sigmoid activation func-
tion. Employing the Adam optimizer with an 
initial value of 0.001 effectively regulates the 
learning rate of the feed-forward network in the 
context of wavelet time-series forecasting. With 
this network configuration, the MLP successful-
ly forecasted the next 50 seconds of roll angle 
data with a high level of accuracy, evaluated 
with correlation coefficient R2. 

 

 
Figure 3. Flowchart of MLP forecasting the roll motion 

 
2.7. Illustrative examples 

 
The study explores cargo ship roll motion 

using the Lucas Wavelet algorithm, alongside 
alternative methods like HPM and AGM. By 
considering damping and restoring moments, 
the Lucas Wavelet method effectively approxi-
mates roll angles. Furthermore, employing MLP 
with LWM enhances roll angle forecasting, 
shedding light on the ship's dynamic behavior. 
Similarly, equations governing ship roll motion, 
considering linear and quadratic damping, are 
analyzed, with solutions derived using the Lucas 
Wavelet method and compared with HPM and 

AGM solutions. The integration of MLP with 
LWM offers deeper insights into the ship's roll 
motion dynamics under different conditions. 

 
2.7.1. Nonlinear roll motion of cargo ship 

 
The equation (4) can also be written as:  

    (21) 
With initial conditions defined as: 

 
From equation (21), damping moments are 

set as  and . Restoring 
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moment is also experimentally obtained [31] , 
and the coefficient of the linear restoring mo-
ment is considered to be . The 
initial conditions for solving (Eq. 21) are as fol-
lows:  

        (22) 

As solving (Eq. 21) with initial conditions 
(Eq. 22), using the Lucas Wavelet algorithm, for 
the case of k=0 and S=3, the approximation re-
sults for  is obtained. The two operational 
metrics , are given as: 

 

 
 

As the function could be obtained by 
equation (18), the following relation is applied: 

 
If  is set as  

 (23) 
Therefore, the LWM would be given by: 
 
 
 

 
  (24) 

 
If t=1 is chosen to be the collection point, 

the following equations will be applied:  
 

      (25) 
Applying the boundary conditions, we gain: 

      (26) 
           (27) 

Solving algebraic equations simultaneously, 
we obtain: 

 
By connections coefficients above, the 

wavelet solution is obtained as: 
        (28) 

  
2.8. Equations governing the ship roll motion 

 
This section investigates the incorporation of 

both linear and quadratic damping as well as 
restoring moments. Decay damping coefficients 
mentioned in Table 3. are also taken from the 
reference [10]: 

    (31) 
Also, the initial conditions are defined as: 

 

Table 3  
Decay damping coefficients in different conditions 

Condition Standard condition Full condition 
    

 - - 0.020 0.192 
 0.015 0.710 0.015 0.555 
 - - 0.014 0.586 
 0.018 0.705 - - 

 
Study Case (I): In this context, (Eq. 31) is 

examined with fixed coefficients, where the cor-
responding experimental values are provided in 
Table 3. for the natural roll period 

seconds. 

 
With conditions as:  

 (32) 
By employing the Lucas wavelet method's 

operational matrix approach, we acquire: 
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        (33) 

 
Selecting t = 1 as the collocation point leads 

to the following equation. 
 

      (34) 
Applying the boundary conditions, we gain: 

 (35) 
         (36) 

Solving algebraic equations simultaneously, 
we obtain: 

 
By connections coefficients above, the 

wavelet solution is obtained as: 
 (37) 

The HPM solution is obtained as: 
 

 (38) 
The AGM solution is obtained as: 

(39) 
 

And also, the MLP - LWM gives the roll an-
gle solution.  

Study Case (II): In this context, (Eq. 39) is 
examined with fixed coefficients, where the cor-
responding experimental values are provided in 
Table 3 for the natural roll period 

seconds. 

  
With conditions such as:  

    (40) 
By employing the Lucas wavelet method's 

operational matrix approach, we acquire: 

 
  (41) 

 
Selecting t = 1 as the collocation point leads 

to the following equation. 
 

      (42) 
Applying the boundary conditions, we gain: 

 (43) 
       (36) 

Solving algebraic equations simultaneously, 
we obtain: 

 
By connections coefficients above, the 

wavelet solution is obtained as: 
 (44) 

The HPM solution is obtained as: 
 

  (45) 
The AGM solution is obtained as: 

 (46) 
And also, the MLP - LWM gives the roll angle solution.  

 
3. RESULTS AND DISCUSSION 

 
The MLP - LWM model trained for wavelet 

roll-damping prediction initially exhibits poor 
performance for the lower number of epochs 
with negative  values, indicating a lack of 
correlation between predicted and actual values. 
However, through successive epochs, the model 
demonstrates significant improvement, gradual-

ly increasing its values until they approach 
near unity. The final forecasted value aligns 
well with expectations, suggesting the model's 
ability to capture underlying patterns effective-
ly. This progression underscores the MLP's ca-
pacity to learn complex relationships within the 
data and highlights its potential for accurate 
prediction in wavelet roll-damping scenarios. 
The progression for training and evaluations 
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through values are mentioned in Table 4. The forecasted values are provided further. 
Table 4  

Epochs and Correlation Coefficient of the MLP – LWM 

Epoch  
1 -18.126725 
51 -0.059608 

101 0.000619 
151 0.001585 
201 0.002340 
251 0.003305 
301 0.004613 
351 0.006473 
401 0.009242 
451 0.013572 
501 0.020766 
551 0.033714 
601 0.059584 
651 0.118084 
701 0.264561 
751 0.601284 
801 0.955520 
851 0.998010 
901 0.998168 
951 0.998191 

 
The comparison of the four mentioned 

methods: AGM, HPM, MLP - LWM, can give 
us valuable information. The comparison of 
methods response to the problem for the Roll 
angle of 4° illustrated in Fig. 4 as curves and in 
Fig. 5 as a Scatter plot with error bars. 

As may be seen in Table 5, statistical data 
regarding the mean roll angle (θ) obtained 
through different methods, along with their 
standard deviations and error percentages from 
the AGM (Assumed Ground Model) are pre-
sented. Since the AGM is assumed as the refer-
ence, there's no error percentage listed for it. 
The HPM shows a slightly higher mean roll an-
gle compared to the AGM, with an error per-
centage of 0.87%. The MLP - LWM exhibits 
the highest mean roll angle among the methods 
compared to the AGM, with an error percentage 
of 5.11%, this may be showcasing the fact that 

the MLP - LWM model requires further hy-
perparameter tuning, or even more wavelet data 
to be trained with.  

As may be seen in Fig.4, The graph depicts 
the decay of Theta (θ) over time (t) for three dif-
ferent methods: AGM, HPM, and MLP-LWM. 
All methods show a decreasing trend, with 
MLP-LWM exhibiting the most rapid decay, 
followed by AGM and HPM. Error Percentage 
and Standard Deviation from AGM are given in 
Table 5. 

Fig 5. illustrates the oscillation of Theta (θ) 
over time (t) for three methods: AGM, HPM, 
and MLP-LWM. AGM and HPM exhibit simi-
lar results, while MLP-LWM provides the clos-
est approximation to the true signal, capturing 
even the smallest noise components in roll-
damping angle prediction. 
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Figure 4. Comparative curve of AGM, HPM, and MLP - LWM for Roll angle of 4° 

 
Table 5  

Error Percentage and Standard Deviation from AGM 

Method Mean Theta  Std Deviation Error Percentage from AGM 
AGM 0.0528 0.0146 - 
HPM 0.0532 0.0145 0.87% 

MLP - LWM 0.0555 0.0154 5.11% 
 

 
Figure 5. Case Study (I) Comparative study of AGM, HPM, and MLP - LWM for Roll angle 

of  
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Figure 6. Case Study (II) Comparative study of AGM, HPM, and MLP - LWM for Roll an-

gle of  
 

Table 6  
Comparison of Methods over time for Cases I and II 

Case Case Study (I) Case Study (II) 

Time (s) AGM HPM MLP-
LWM AGM HPM MLP-

LWM 
0.00 0.1745 0.1776 0.1717 0.1745 0.1748 0.1867 
0.44 0.1714 0.1746 0.1686 0.1714 0.1717 0.1833 
0.89 0.1623 0.1654 0.1596 0.1623 0.1626 0.1735 
1.33 0.1475 0.1506 0.1450 0.1475 0.1478 0.1575 
1.78 0.1275 0.1306 0.1253 0.1275 0.1278 0.1361 
2.22 0.1030 0.1061 0.1011 0.1030 0.1033 0.1098 
2.67 0.0748 0.0779 0.0735 0.0748 0.0751 0.0798 
3.11 0.0441 0.0472 0.0433 0.0441 0.0444 0.0470 
3.56 0.0118 0.0148 0.0116 0.0118 0.0121 0.0125 
4.00 -0.0210 -0.0179 -0.0206 -0.0210 -0.0207 -0.0223 

 
Fig 6. displays the oscillation of Theta (θ) 

over time (t) for three methods: AGM, HPM, 
and MLP-LWM. All methods exhibit approxi-
mately the same pattern, with MLP-LWM cap-
turing the fine details and amplitude variations 
more closely to AGM than HPM. 

Table 5 and the following Fig 7. present a 
comparison of three methods (AGM, HPM, and 
MLP-LWM). The results are displayed over 
time, with the dependent variable denoted as 
"Theta (θ)". 

 All three methods generally follow a de-
creasing trend over time, suggesting a decay or 

damping behavior in the underlying case stud-
ies. At the initial time step (t=0), all three meth-
ods produce similar values for Theta, indicating 
a consistent starting point. 

AGM and HPM: These methods exhibit 
relatively close results throughout the time span, 
suggesting similar levels of accuracy. 

MLP-LWM: This method often produces 
slightly higher values than AGM and HPM, in-
dicating more accurate pattern recognition. The 
slight deviations of MLP-LWM might be at-
tributed to differences in its learning curve or 
implementation.  
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The analysis of two case studies, each com-
prising data from three models -AGM, HPM, 
and MLP - LWM reveals distinct trends. In 
Case Study (I), all models commence with 
comparable values at time 0.00, but as time pro-
gresses, AGM consistently maintains higher 
values compared to HPM and MLP - LWM. 
Moreover, the values for all models decrease 
over time intervals, with AGM consistently out-
performing the other models. Similarly, in Case 
Study (II), AGM exhibits higher values from the 

onset, maintaining its superiority over HPM and 
LWM throughout the observation period. The 
patterns observed in Case Study (II) mirror 
those in Case Study (I), with AGM consistently 
surpassing the other models in terms of value 
retention over time. Thus, the Average Growth 
Model emerges as the most effective among the 
three models analyzed, demonstrating its supe-
riority in maintaining higher values across vari-
ous time intervals in both case studies.  

 

 
Figure 7. Scatter Plot with Color Mapping for Case Studies 

 
4. Conclusion 

 
In this study, the performance of the MLP-

LWM model for predicting wavelet roll-damping 
and compared it with the AGM and HPM models 
was investigated. The results highlight the ability 
of the MLP-LWM model to improve over time, 
with R² values rising from negative to near unity 
as the training epochs progressed, demonstrating 
its potential to capture complex relationships in 
the data. However, despite these improvements, 
the MLP-LWM model showed higher error per-
centages (5.11%) compared to the AGM (0%) 
and HPM (0.87%), indicating that it is less accu-
rate in its current form. 

The comparative analysis of roll angle predic-
tions reveals that the AGM model consistently 
outperforms the others in terms of accuracy and 
stability, with the most reliable results observed 

in both case studies. The HPM performed slight-
ly better than MLP-LWM but still lagged behind 
AGM. The MLP-LWM model, while effective in 
capturing finer details, requires further hyperpa-
rameter tuning and additional training data to 
improve its prediction accuracy. 

Overall, the AGM remains the most effec-
tive model for wavelet roll-damping prediction 
in this study. However, the MLP-LWM model 
shows promise and, with further refinement, 
could offer valuable insights and improvements 
for more complex wave-damping scenarios. Fu-
ture work will focus on enhancing the MLP-
LWM model’s performance through better 
training techniques and data augmentation, aim-
ing to close the accuracy gap with the AGM. 

Future Work 
Potential future avenues for research in ship 

roll-damping prediction could involve the de-
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velopment and exploration of advanced AI 
models, specifically focusing on weakly super-
vised or unsupervised learning techniques. Lev-
eraging the power of machine learning algo-
rithms to discern patterns and relationships 
within the vast datasets associated with mari-
time dynamics could enhance prediction accura-
cy. Additionally, there is scope for the creation 
of a model capable of intelligently selecting the 
most appropriate non-linear solution for each 
specific roll-damping problem based on its in-

herent physics and nature. This would involve a 
comprehensive understanding of the underlying 
dynamics, enabling the model to adapt and 
choose the most accurate prediction method tai-
lored to the unique characteristics of each sce-
nario. Such an approach would not only con-
tribute to improved accuracy in roll-damping 
predictions but also offer a more versatile and 
adaptive solution to the intricacies of maritime 
operations.  
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