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Аннотация. Траектория движения беспилотной 
машины может быть представлена совокупностью 
элементарных движений, одним из которых являет-
ся поворот на заданный угол. Для расчета траек-
тории поворота в работе была составлена расчет-
ная схема, математическая модель движения ма-
шины и проведены теоретические исследования 
влияния основных конструктивных и эксплуатаци-
онных параметров машины на характеристики 
траектории поворота. В результате проведенных 
исследований были получены аналитические зависи-
мости длины маневра и времени подачи сигнала от 
скорости машины, длины ее базы и заданного угла 
поворота. Полученные зависимости позволяют рас-
считать координаты точки начала маневра и дли-
тельность управляющего сигнала на рулевое управ-
ление для совершения маневра в соответствии с за-
данной траекторией. 
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Abstract. The trajectory of an unmanned vehicle can be 
represented by a set of elementary movements, one of 
which is a turn at a given angle. To calculate the turning 
trajectory, a calculation scheme was drawn up, a 
mathematical model of the movement of the machine 
and theoretical studies of the influence of the main de-
sign and operational parameters of the machine on the 
characteristics of the turning trajectory were carried 
out. As a result of the conducted research, analytical 
dependences of the length of the maneuver and the time 
of giving the signal on the speed of the machine, the 
length of its base and the set angle of rotation were ob-
tained. The obtained dependencies allow us to calculate 
the coordinates of the maneuver start point and the du-
ration of the steering control signal to perform the ma-
neuver in accordance with a given trajectory. 

Ключевые слова: беспилотная машина, траектория 
движения, поворот. 
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1. Введение 

 
Траектория движения беспилотной на-

земной машины может быть представлена 
совокупностью элементарных траекторий: 
движение по прямой, поворот на определен-
ный угол, смена полосы движения («пере-
ставка»).   

Вопросом планирования траектории по-
ворота беспилотных машин занимались мно-
гие исследователи. В работах [1,2] получены 
параметрические уравнения параметров тра-
ектории поворота колесной машины и про-
ведена их оценка. В работе [3] предложена 
методика моделирования траектории пово-
рота колесной машины. В работе [4] для по-
ворота машин на перекрестке предложен ме-
тод задания направляющей линии. В работе 
[5] анализируется и моделируется распреде-
ление траекторий движения транспортных 
средств, выполняющих левый поворот. В ра-
ботах [6,7] был предложен и протестирован 
подход к моделированию, основанный на 
принципе минимального рывка, для оценки 
траекторий движения автомобиля при пово-
роте. В работе [8] для поворота предлагается 
использовать переходную кривую, кривизна 
которой и угол касательной к кривой описы-
ваются с помощью тригонометрической 
функции. В работе [9] для планирования тра-
ектории поворота робота предложено ис-
пользовать кривые Ламе. В работе [10] пред-
ложен планировщик поворота с использова-
нием метода обнаружения столкновений. В 
работе [11] предложен алгоритм построения 
траектории при развороте автогрейдера. 

При совершении поворота машина дви-
жется по траектории, которая называется 
клотоидой, т.е. траектория у которой радиус 
кривизны изменяется как функция пути [12]. 
Изучению клотоидного метода посвящено 
большое количество работ. В работе [13] 
проведена оценка параметров клотоидной 
траектории входа в поворот колесной маши-
ны. В работе [14] данный метод применяется 
для построения траектории ухода от столк-
новения на соседнюю полосу совместно с 
торможением. В работе [15] данный метод 
позволяет плавно изменять траекторию для 

исключения опрокидывания автомобиля. В 
работе [16] на клотоидах основан контроллер 
парковки автомобиля. В работе [17] клото-
идный метод применяется для плавного воз-
врата самолета на траекторию. В работе [18] 
данный метод используется для уменьшения 
числа путевых точек, по которым строится 
траектория. В работе [19] предлагается ис-
пользовать данный метод для сглаживания 
кривой управления, рассчитанной по методу 
чистого преследования (Pure Pursuit). В ра-
боте [12] на основе клотоидных траекторий 
исследован маневр «переставка». 

 

 
Рис. 1. Схема поворота беспилотной машины: 
1 – текущая траектория движения; 2 – новая 

траектория движения; L – длина базы машины; 
V – скорость машины; ωК – скорость поворота 
передних колес; R – радиус поворота; SПОВ – 

длина маневра (поворота); γПОВ – угол           
поворота траектории; φК – угол поворота       

передних колес; A1 – точка начала маневра; 
A2 – точка завершения маневра. 

 
Траектория поворота может быть задана 

как пересечение двух прямых на координат-
ной плоскости (рис. 1). Машина движется по 
траектории 1 и должна повернуть на траек-
торию 2. Для точного выполнения данного 
маневра необходимо заранее рассчитать ко-
ординаты точки A1, в которой необходимо 
начать поворот и время подачи управляюще-
го сигнала на рулевое управление tПОВ. Эти 
параметры будут зависеть от многих факто-
ров, основными из которых являются: ско-
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рость движения машины, длина базы маши-
ны, угол поворота траектории. 

 
2. Постановка задачи исследования 

 
Машина с длиной базы L, скоростью 

поворота передних управляемых колес ωК 
движется по траектории yi = fi (x) со 
скоростью V. Новая траектория yi+1 = fi+1 (x) 
пересекает старую в точке Bi (xi, yi) и 
образует с ней угол γПОВ.  

Необходимо рассчитать, в какой точке не-
обходимо начать поворот и какой длитель-
ности должен быть управляющий сигнал. 

 

 
Рис. 2. Плоская расчетная схема динамики 
процесса поворота беспилотной машины:     

Ti – сила тяги на ведущих колесах машины; 
Frix – продольная сила реакции на колесах 

машины; Friy – поперечная сила реакции на 
колесах машины; γ – угол азимута машины; 
φK – средний угол поворота передних колес 

машины; L – длина базы машины;                 
Lб – ширина машины; LO – расстояние от 

передней оси до центра масс машины (точка О) 
 
Цель работы – вывести аналитические за-

висимости длины маневра SПОВ = f (L, V, 
γПОВ) и времени подачи сигнала tПОВ = f (L, V, 
γПОВ) для управления беспилотной машиной 
в процессе совершения маневра (поворота). 

 
3. Математическая модель 

 
Математическому описанию процесса по-

ворота машин посвящено большое число 

работ [20 - 25]. 
Для математического описания динамики 

процесса поворота колесной машины была 
составлена плоская расчетная схема поворо-
та машины с передними поворотными коле-
сами (рис. 2). 

Движение машины, представленной на 
рис. 2 может быть описано системой уравне-
ний [20, 21, 25]: 
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(1) 

где m – масса машины; x – перемещение цен-
тра масс машины (точка О) вдоль оси OX; y – 
перемещение центра масс машины (точка О) 
вдоль оси OY; Ti – сила тяги на ведущих ко-
лесах машины; Frix – продольная сила реак-
ции на колесах машины; Friy – поперечная 
сила реакции на колесах машины; γ – угол 
азимута машины; φK – средний угол поворо-
та передних колес машины; J – момент инер-
ции машины; L – длина базы машины; Lб – 
ширина машины; LO – расстояние от перед-
ней оси до центра масс машины (точка О). 

Сила тяги, развиваемая ведущими колеса-
ми машины зависит от вертикальной реак-
ции на соответствующем колесе [21, 25] 
 i тяг сц rizT f F , (2) 
где θтяг – коэффициент, учитывающий 
степень использования максимальной силы 
тяги колесного тягача (θтяг = 0,70…0,73 при 
буксовании δ = 20%); fсц – коэффициент 
сцепления шины с грунтом.  

Вертикальная составляющая реакции на 
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передних (ведомых) колесах может быть 
представлена в виде [21, 25] 

  
 

2 2
.

1 2

1

1
p O тяг сц p тяг сц p

rz пер
p тяг сц p тяг сц p

G L L f L f h
F

L f L f h

 

 

      
    

, (3) 

на задних (ведущих) колесах [21, 25] 

 .
. 1

rz пер
rz зад

тяг сц

G F
F

f





. (4) 

Боковые составляющие сил реакций на 
колесах выполняют роль удерживающих 
связей. Их предельное значение можно 
определить с помощью зависимости [21, 25] 
 .riy сц бок rizF f F  , (5) 
где fсц.бок – коэффициент сцепления колеса с 
опорной поверхностью в боковом направле-
нии по отношению к направлению качения.   

Если обозначить суммарные боковые 
активные силы, действующие на колеса, 
соответственно ∑Fi.бок , то в аналитической 
форме можно записать [21, 25] 

. . .

. . .

,  при ;
,  при . 

i бок i бок сц бок riz
riy

сц бок riz i бок сц бок riz

F F f F
F

f F F f F
      

 


(6) 

Продольные составляющие реакций на 
колесах являются силами сопротивления 
перекатыванию и зависят от вертикальных 
составляющих силы реакции и типа опорной 
поверхности [21, 25] 
 rix сц rizF f F  . (7) 

Важной составляющей математической 
модели динамики процесса поворота колес-
ной машины является математическая мо-
дель качения колеса по деформируемому ос-
нованию. Для описания данной модели была 
составлена расчетная схема (рис. 3) [21]. 

Под действием вертикальной нагрузки Gi 
и толкающей силы Pix грунт сминается под 
колесом, а равнодействующая его реакции Fri 
проходит через ось колеса. Ее составляющие 
находятся из рассмотрения проекций сил на 
горизонтальную и вертикальную оси [21]: 
 riz iF G ; rix ixF P . (8) 

Из уравнения моментов сил относительно 
точки M 

 ix ki riz rixP r F F b     , (9) 
учитывая (8) получим 

  /ix i kiP G r b   . (10) 

 
Рис. 3. Расчетная схема качения колес машины 
по деформируемому основанию: а – ведомого;  
б - ведущего (Gi – сила тяжести на колесе; Pix 

– толкающая сила на колесе;                          
Fri – равнодействующая сил реакции на       

колесе; λ – горизонтальное смещение точки 
приложения сил; b – вертикальное смещение 
точки приложения сил; Mki – крутящий мо-

мент на колесе; Rix – горизонтальная сила ре-
акции от машины; rki – радиус колеса) 

 
В (10) коэффициент сопротивления каче-

нию  / kif r b   зависит от механических 
свойств грунта. Таким образом, сила, 
которую необходимо приложить к колесу для 
его равномерного движения [21]:  

 rix iF G f  . (11) 
Движение ведущего колеса отличается от 

движения ведомого наличием крутящего 
момента, приложенного к его оси. Уравнения 
равновесия колеса можно записать в виде [21]: 

 
;

.
riz i

ki ix ki riz rix

F G
M P r F F b


      

 (12) 

Из соотношений, выведенных для ведо-
мого колеса, следует [21]: 
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, (13) 

тогда последнее соотношение в системе (12) 
получает вид 

 /ki ki ix rixM r R F  . (14) 
Величина kiki rM /  является тяговой силой 

[21] 
 /i ki kiT M r . (15) 
Из второго выражения системы (12) сле-

дует, что ведущее колесо способно преодо-
леть некоторую избыточную силу Rix, рав-
ную разности между тяговой силой Ti и си-
лой сопротивления качению колеса Gif, кото-
рая через опоры ведущего моста передается 
на остов и может быть реализована на пре-
одоление сопротивления качению ведомых 
колес, сопротивления перемещению рабоче-
го органа и ускорение машины [21]. 

Тяговая сила определяется крутящим мо-
ментом двигателя M и параметрами силовой 
передачи 
 kiТРТРi rMiT / , (16) 
где iТР, ηТР – передаточное число и КПД 
трансмиссии.  

Совокупность формул (1) – (16) позволи-
ла составить имитационную модель для 
дальнейших исследований. 

Форма управляющего воздействия на ру-
левое управление машины представлена на 
рис. 4.  

 
4. Результаты исследований 

 
В ходе теоретических исследований были 

выбраны параметры машины, оказывающие 
наибольшее влияние на процесс поворота: 
скорость машины V, длина базы машины L и 
время подачи сигнала управления tПОВ. Для 
данных параметров были заданы следующие 
пределы варьирования: V = 0,5…1 м/с;  
tПОВ = 1 … 5 c; L = 5 … 9 м. При варьирова-
нии данных параметров на имитационной 
модели были получены значения угла пово-
рота γПОВ машины. В табл. 1 приведены при-
меры для длины базы машины L = 5 м. 

 
Рис. 4. Форма управляющего воздействия на 

рулевое управление машины: 1 – угол          
поворота передних колес φК; 2 – напряжение 

на электрогидрораспределителе рулевого 
управления UЭГР; tПОВ – время подачи  

сигнала управления 
 
Полученные значения были представле-

ны в виде группы поверхностей на рис. 5. Из 
полученных зависимостей можно сделать 
вывод о значительном влиянии выбранных 
параметров на угол поворота машины. Дан-
ные зависимости были аппроксимированы с 
помощью метода наименьших квадратов 
степенными функциями, пример аппрокси-
мации приведен на рис. 6. 

После аппроксимации была получена 
единая аналитическая зависимость угла по-
ворота машины γПОВ от скорости V, длины 
базы L и времени подачи сигнала tПОВ 

2,2769 ПОВ
ПОВ

V t
L


 

 .                   (17) 

Аналитическая зависимость (17) позво-
лила путем простых преобразований вывести 
зависимость времени подачи сигнала tПОВ 
для совершения поворота на заданный угол 
γПОВ 

 2,276

9
ПОВ

ПОВ
Lt

V
 




. (18) 

Правомерность данной зависимости была 
подтверждена путем сравнения со значения-
ми, полученными на имитационной модели. 

Далее были проведены исследования за-
висимости длины маневра SПОВ от угла пово-
рота γПОВ, длины базы L и скорости машины 
V. Полученные зависимости представлены 
на рис. 7. 
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Таблица 1  
Значения угла поворота γПОВ при различной скорости машины V и различном времени              

подачи управляющего воздействия tПОВ 

V\tПОВ 1 2 3 4 5 
0,5 1,44 5,89 13,7 25,9 44,1 
0,6 1,73 7,06 16,5 31,1 52,9 
0,7 2,02 8,24 19,2 36,2 61,7 
0,8 2,31 9,42 21,9 41,4 70,5 
0,9 2,59 10,6 24,7 46,6 79,3 
1 2,88 11,8 27,5 51,8 88,2 

 

 
Рис. 5. Зависимости угла поворота γПОВ от 

скорости машины V, длины базы машины L 
и времени подачи сигнала управления tПОВ 

 

 
Рис. 6. Аппроксимация зависимости угла  
поворота γПОВ от скорости машины V и          

времени подачи сигнала управления tПОВ 
 

Данные зависимости были аппроксими-
рованы методом наименьших квадратов 
(рис. 8) и получена аналитическая зависи-
мость длины маневра SПОВ от угла поворота 
γПОВ, длины базы L и скорости машины V: 

 0,4 0,46(0,263 0,13)ПОВ ПОВS V L      . (19) 

 

 
Рис. 7. Зависимости длины маневра SПОВ от 
скорости машины V, длины базы машины L 

и угла поворота γПОВ 
 

 
Рис. 8. Аппроксимация зависимости длины 
маневра SПОВ от скорости машины V и угла 

поворота γПОВ 
 
Полученные аналитические зависимости 

были использованы для составления алго-
ритма управления поворотом беспилотной 
машины с передними управляемыми колеса-
ми, который позволяет рассчитать координа-
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ты точки начала поворота и время подачи 
сигнала управления в зависимости от задан-
ных траекторий движения. 

Данный алгоритм был протестирован на 
имитационной модели. В результате были 
получены траектории движения для различ-
ных значений длины базы машины L, скоро-
сти движения машины V и заданного угла 
поворота γПОВ. 

Пример выполнения поворота на 20 граду-
сов при разной скорости в точке пересечения 
траекторий (10,0) с использованием получен-
ных зависимостей представлен на рис. 9. 
 

 
 

 
Рис. 9. Пример траекторий поворота машины с длиной базы 5 метров на угол 20 градусов с 

разными значениями скорости движения при условии пересечения траекторий в точке (10,0) 
 

5. Заключение 
 
В ходе исследования была составлена ма-

тематическая модель движения машины с 
передними управляемыми колесами. Прове-
дены теоретические исследования влияния 
основных конструктивных (длина базы ма-
шины L) и эксплуатационных (скорость ма-
шины V и угол поворота γПОВ) параметров 
машины на длину маневра SПОВ и время по-
дачи управляющего сигнала tПОВ. 

Полученные в результате проведенных 
исследований аналитические зависимости 
(18) и (19) были использованы для создания 
алгоритма управления поворотом беспилот-
ной машины с передними управляемыми ко-
лесами, который позволяет рассчитать коор-
динаты точки начала поворота и время пода-
чи сигнала управления в зависимости от за-
данных траекторий движения при выполне-
нии поворота. Пример использования полу-
ченных зависимостей представлен на рис. 9. 
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