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Аннотация. В статье рассмотрена задача внедре-

ния жесткого тела в изотропное эластично-

упругое полупространство через деформируемую 

пластину, обладающей свойствами, характерными 

для тонких пластин – упругих тел с толщиной мно-

го меньше, чем остальные геометрические размеры 

и исследованных по теориям Кирхгофа и Пуассона. 

Наличие тонкой пластины меняет характеристики 

процесса внедрения, поскольку методы, применимые 

для решения прямого вдавливания в полупростран-

ство, не могут быть использованы для определения 

зависимости нагрузки от деформации. Интеграль-

но-дифференциальные уравнения, определяющие 

внедрение жесткого тела конечных размеров, ре-

шены с использованием подхода дискретизации. 

Метод интегрального преобразования позволил оп-

ределить оператор нагружения, составной частью 

которого является параметр относительной же-

сткости системы, состоящей из пластины и упру-

гого полупространства. Относительная жест-

кость зависит от модулей упругости и геометри-

ческих параметров области контакта и упругой 

пластины. Проанализировано влияние жесткости 

упругой пластины на относительную жесткость 

всей системы и представлены результаты, демон-

стрирующие влияние жесткости пластины на за-

дачу Буссинеска о деформировании полупростран-

ства. Решение данной задачи применимо к практи-

ческой области научных исследований по уплотне-

нию асфальтобетонных смесей различными видами 

уплотняющих рабочих органов, поскольку характер 

образования дефектов в асфальтобетонном по-

крытии сохраняет научный интерес к созданию 

альтернативной уплотняющей техники. 
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Abstract. The article considers the problem of embed-

ding a rigid body into an isotropic elastic-elastic half-

space through a deformable plate having properties 

characteristic of thin plates – elastic bodies with a 

thickness much smaller than other geometric dimensions 

and studied according to the theories of Kirchhoff and 

Poisson. The presence of a thin plate changes the char-

acteristics of the embedding process, since the methods 

applicable to solving direct indentation into the half-

space cannot be used to determine the dependence of the 

load on deformation. The integral differential equations 

determining the embedding of a rigid body of finite di-

mensions are solved using the discretization approach. 

The integral transformation method made it possible to 

determine the loading operator, an integral part of 

which is the parameter of the relative stiffness of a sys-

tem consisting of a plate and an elastic half-space. The 

relative stiffness depends on the elastic modulus and 

geometric parameters of the contact area and the elastic 

plate. The influence of the stiffness of an elastic plate on 

the relative stiffness of the entire system is analyzed and 

the results demonstrating the effect of plate stiffness on 

the Boussinesq problem of deformation of a half-space 

are presented. The solution of this problem is applicable 

to the practical field of scientific research on the com-

paction of asphalt concrete mixtures with various types 

of sealing working bodies, since the nature of the for-

mation of defects in asphalt concrete coating retains 

scientific interest in the creation of alternative sealing 

equipment. 
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1. Введение 

 

Деформирование материалов позволяет 

определять их свойства посредством интер-

претации реакции нагрузки на деформацию. 

Обычно в исследованиях используют типо-

вую форму воздействующих тел, сфериче-

скую, цилиндрическую, или плоскую. Про-

блема исследования сложна, если упругое по-

лупространство полностью анизотропно, и в 

этом случае нереалистично ожидать, что его 

свойства могут быть определены на основе 

одного измерения деформации от нагрузки.  

Решение можно найти, если исследуемый 

материал однороден и изотропен. В этом 

случае хорошо известны решения Герца для 

деформирования полупространства сферой 

без трения и Буссинеска для деформирова-

ния полупространства без трения плоской 

шайбой [1, 2]. Даже в случае изотропии ма-

териала результат испытания на деформиро-

вание дает только оценку совокупного влия-

ния упругих констант G (модуль сдвига) и  

(коэффициент Пуассона). 

Контактная механика – широко исследуе-

мая тема, отраженная в работах [3-6]. Многие 

из классических подходов в контактной ме-

ханике сосредоточены на задачах контакта 

тел с изотропными упругими средами.  

Основные подходы, использованные при 

формулировке основных интегральных 

уравнений, могут быть расширены за счет 

включения трансверсально-изотропных уп-

ругих сред и применения другой формы 

вдавливаемых тел, например, эллиптической. 

Профили отклонения поверхности при де-

формации, определенные во время испыта-

ний с помощью методов лазерного сканиро-

вания и корреляции цифровых изображений, 

могут быть использованы для установления 

правдоподобных оценок поперечной изотро-

пии [7, 8]. 

Проблема, рассматриваемая в этой статье, 

включает анализ контактной задачи, в кото-

рую включены упругий слой, с конечной 

толщиной, а на границе между упругим сло-

ем и нижележащим полупространством 

обеспечивается полная непрерывность пере-

мещений. Трение между внедряемым телом 

и упругим материалом редко обсуждают в 

исследованиях, посвященных интерпретации 

реакции на деформирование [9]. Аналитиче-

ские исследования проблем фрикционного 

контакта относительно скудны, когда учиты-

вают такие процессы, как конечное трение и 

пластичность. 
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2. Материалы и методы решения задач, 

принятые допущения 

 

Тематика данной статьи отражает иссле-

дование проблемы контакта тел, которые об-

ладают определенной жесткостью. Конкрет-

ная проблема, описанная в статье, относится 

к области деформирования эластично-упру-

гого полупространства, на поверхности ко-

торого расположен тонкий упругий слой, па-

раметры которого возможно смоделировать 

на основе теорий тонких пластин Пуассона и 

Кирхгофа [10, 11]. Задача, рассмотренная в 

статье, связана с деформированием по Бус-

синеску тонкой упругой пластины толщиной 

h и параметрами упругости Gп и п на вели-

чину  под жестким штампом шириной 2а и 

нагрузкой Р0, расположенной поверх изо-

тропного упругого полупространства с па-

раметрами упругости Gс и с (рис. 1) [12]. 

 

 
Рис. 1. Деформирование упругой пластины 

конечной толщины под жестким штампом  
 

Отклонение формы тонкой упругой пла-

стины, находящейся на поверхности области 

полупространства, можно получить, исполь-

зуя стандартные математические методы, 

включая симметричный характер задачи. 

Дифференциальное уравнение, определяю-

щее симметричное состояние изгиба тонкой 

упругой пластины, примет вид: 

 
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где K – жесткость пластины; L – оператор 

Лапласа для одномерной радиально-

симметричной формы;  – прогиб пластины; 

Gс – модуль сдвига полупространства; с – 

коэффициент Пуассона полупространства; 

r – продольное перемещение; s – поперечное 

перемещение; P0 – приложенная нагрузка. 

Жесткость пластины определим, как: 

)ν-6(1

hG
=K

2
n

3
n

,                        (2) 

где n – коэффициент Пуассона пластины. 

Оператор Лапласа: 

rdr

d
+

dr

d
L=

2

2

.                       (3) 

Граничные условия, которые введем для 

пластины:  

а) величина прогиба определяется растя-

жением пластины, растяжение лежит в пре-

делах от нуля до ширины нагрузочного 

штампа;  

б) величина нагрузки определяется растя-

жением пластины, растяжение лежит в преде-

лах от ширины штампа до бесконечности.  
Кроме того, для обеспечения корректно-

сти контактной задачи можно задать условия 

постоянства прогиба при r → ∞. 

Ввиду интегро-дифференциального ха-

рактера уравнения (1) маловероятно, что для 

поставленной смешанной задачи будет явное 

решение. Метод дискретизации, принятый 

авторами, заключается в учете того, что кон-

тактное напряжение между воздействующим 

телом и гибкой пластиной состоит из конеч-

ного числа кольцевых областей ace и aci по-

стоянного воздействия (рис. 2). 

 

 

Рис. 2. Кольцевые области нагрузки           

пластины, связанной с упругим                       

полупространством 

 

Чтобы использовать безразмерное моде-

лирование, мы предполагаем, что в каждой 

кольцевой области однородного контакта 

создается напряжение q между жестким вне-

дряемым телом в полупространство и упру-

гой пластиной, которое можно определить, 

как: 



                        Научно-технический вестник Брянского государственного университета, 2024, №4                                             

Nauchno-tekhnicheskiy vestnik Bryanskogo gosudarstvennogo universiteta, 2024, No.4 
                                                                                                                          DOI: 10.22281/2413-9920-2024-10-04-296-302 

 

 
299 

Q0pq  ,  

где Q  – безразмерное значение напряжения 

в кольцевой области; p0 – среднее напряже-

ние вдавливания. 

Значение среднего напряжения определя-

ем по формуле: 

2

0
0

πa

P
=p , 

где P0 – осевая нагрузка, приложенная к же-

сткому телу. 

 

3. Решение 

 

При решении задачи о нагружении коль-

цевой области воспользуемся методом инте-

грального преобразования Германа Ханкеля 

и получим значение оператора нагружения в 

следующем виде [13, 14]: 

   Ωρcc=F
ap

ΔG
=ρZ ei

c ,,,,
0

Q ,         (4) 

где сi и cв – безразмерные значения внутрен-

него и внешнего радиусов кольцевого на-

гружения (рис. 2), при безразмерном напря-

жении Q в кольцевой области; ρ – соотно-

шение между продольным перемещением 

пластины и шириной жесткого штампа, 

a

r
ρ  ; Ω – параметр относительной жестко-

сти системы, состоящей из пластины и упру-

гого полупространства. 

Указанный параметр будет определяться 

в зависимости от параметров модулей упру-

гости пластины и упругого полупространст-

ва, а также соотношением толщины упругой 

пластины и размера области контакта упру-

гой пластины с жестким штампом: 

3

3

с

n

пс

с

a

h

G

G

)v)(1v24(1

)4v(3
Ω




 .            (5) 

Например, относительная жесткость сис-

темы будет стремиться к нулю либо в ре-

зультате бесконечного уменьшения толщины 

пластины, либо в результате применения 

пластины с бесконечно малым модулем уп-

ругости и тогда оператор нагружения (4) 

можно определить, решая задачу о нагруже-

нии полупространства кольцевой нагрузкой. 

Если относительная жесткость системы 

стремится к бесконечности, то пластина 

должна обладать бесконечной жесткостью, 

поскольку для конечного модуля сдвига пла-

стины может быть дана лишь ее определен-

ная толщина, а в противном случае и толщи-

на пластины будет стремиться к бесконечно-

сти и тогда решение оператора нагружения 

(4) сводится к нулю. Параметр относитель-

ной жесткости системы (5) играет большую 

роль в разработке уплотняющего оборудова-

ния нового типа. Величину относительной 

жесткости системы можно выбрать в качест-

ве критерия оценки эффективности приме-

нения тех или иных штампов при уплотне-

нии [15]. 

Формирование поля напряжений под 

штампом будет различным. Отсутствие же-

сткости пластины приведет к резким изме-

нениям напряжений на границе контакта. В 

случае наличия жесткости эпюра напряже-

ний будет без резких переходов. При этом 

вдавливание жестким телом пластины, 

имеющей бесконечную относительную же-

сткость, лежащей поверх упругого полупро-

странства, и подвергаемой конечной нагруз-

ке, приведет к нулевому полю перемещений. 

То есть ни пластина, ни полупространство 

деформироваться не будут (рис. 3). 

 

 
Рис. 3. Влияние относительной жесткости 

гибкой пластины на прогиб поверхности 

 

Результаты дискретизации демонстриру-

ют влияние на величину деформации коэф-

фициента Пуассона полупространства.  

В случае абсолютно хрупкого полупро-

странства с = 0, оператор нагружения (4) 

при одной и той же относительной жестко-

сти системы ниже на 50%, чем в случае аб-

солютно несжимаемого полупространства   

с = 0,5 (рис. 4). 

Применительно к деформации сред, об-

ладающих упруго-вязкими свойствами, и на-
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крытых упругой пластиной, если параметр 

относительной жесткости стремится к нулю, 

следовательно, пластина отсутствует, но по-

лупространство содержит ограничение на 

растяжимость, накладываемое для соблюде-

ния равенства кинематической совместимо-

сти между прогибом пластины и прогибом 

поверхности полупространства. Если со-

вместимость прогибов нарушается, происхо-

дит потеря равновесия между средами и на-

рушается целостность либо пластины, либо 

полупространства (рис. 5). 

 

 

Рис. 4. Влияние относительной жесткости 

системы «пластина-полупространство» на 

оператора нагружения при абсолютно              

несжимаемом полупространстве 

 

Это и соответствует случаю уплотнения 

жестким гладким вальцом достаточно уп-

лотненной асфальтобетонной смеси, когда в 

отсутствии плоской упругой пластины кри-

визна поверхности вальца, а, следовательно, 

прогиб, значительно больше, чем плоская 

поверхность асфальтобетонной смеси, в ре-

зультате на поверхности образуется разрыв 

среды, поскольку она обладает меньшим мо-

дулем сдвига, чем поверхность жесткого 

вальца (рис. 6). 

 

 

Рис. 5. Соотношение радиусов кривизны 

вальца катка и уплотняемой поверхности 

 

 

Рис. 6. Разрыв среды под жестким вальцом, 

формирование трещин 

 

4. Заключение 

 

Оценка целостности связи в системе 

штамп, упругая пластина и полупространст-

во может быть выполнена с помощью стати-

ческих и динамических испытаний на вдав-

ливание, что требует, не только времени на 

выполнение экспериментов, но и значитель-

ных трудозатрат на материалы. Статические 

испытания в этом случае будут наиболее 

просты. Расчетная модель, выбранная авто-

рами, может быть также улучшена путем 

применения других физико-математических 

моделей, которые смогут учитывать дефор-

мации, как при изгибе, так и при сдвиге. 

Исследование реакции на вдавливание 

упругой пластины при существовании адге-

зии между ней и полупространством приме-

нительно к области уплотнения горячих ас-

фальтобетонных материалов, позволяет сде-

лать вывод о недостаточной рационализации 

использования цилиндрических уплотняю-

щих рабочих органов на завершающей ста-

дии уплотнения. Наличие между органом 

дорожного катка и асфальтобетонной сме-

сью плоской упругой пластины позволит 

значительно снизить вероятность появления 

трещин при строительстве покрытий. 
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