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Аннотация. В процессе эксплуатации грузовых и 

пассажирских подвесных канатных дорог несуще-

тяговые канаты подвержены естественному про-

висанию под действием собственного веса, транс-

портируемого груза или пассажирских кабин, вет-

рового и температурного воздействия. Умение мо-

делировать геометрическую форму каната с уче-

том условий и режимов эксплуатации канатных 

дорог оказывается необходимым при проектирова-

нии и моделировании рабочих процессов в канатной 

системе, оптимизации конструкции и характери-

стик приводного и натяжного механизмов. В дан-

ной статье представлена методика определения 

аналитической зависимости, аппроксимирующей 

конфигурацию статической упругой линии несущего 

каната, применительно к задаче тягового расчета 

одноканатных однопролетных мобильных канат-

ных дорог. Особенностью предложенного подхода 

является учет неравенства усилий натяжения не-

суще-тягового каната на концах пролета, что по-

зволяет более адекватно отразить реальную си-

туацию.   
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Abstract. During the operation of cargo and passenger 

aerial ropeways, carrying-traction ropes are subject to 

natural sagging under the influence of their own weight, 

transported cargo or passenger cabins, wind and tem-

perature effects. The ability to model the geometric 

shape of a rope, taking into account the conditions and 

operating modes of ropeways, is necessary when design-

ing and modeling work processes in the rope system, 

optimizing the design and characteristics of the drive 

and tension mechanisms. This article presents a method 

for determining the analytical dependence approximat-

ing the configuration of the static elastic line of the car-

rying-traction rope, in relation to the problem of trac-

tion calculation of single-channel single-span mobile 

ropeways. The peculiarity of the proposed approach is 

to take into account the inequality of the tension forces 

of the carrying-traction rope at the ends of the span, 

which makes it possible to more adequately reflect the 

real situation. 
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провисание, аппроксимация упругой линии. 
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1. Введение 

 

Мобильные канатные дороги в настоящее 

время рассматриваются как один из перспек-

тивных видов грузового или грузо-пассажир-

ского транспорта [1]. Несмотря на значи-

тельное естественное сходство [2], которое 

имеют между собой мобильные и уже хоро-

шо зарекомендовавшие стационарные канат-

ные дороги, тем не менее, реализация функ-

ции мобильности требует не только внедре-

ния новых специфических конструкций ана-

логичных механизмов и узлов, но также раз-

работки и использования при проектирова-

нии новых специфических математических 

моделей и вычислительных алгоритмов [2-4].  

Одной из наиболее ответственных и наи-

более нагруженных систем подвесных ка-

натных дорог является несуще-тяговая ка-

натная система [5, 6]. Под действием собст-

венного веса несуще-тягового каната и веса 

транспортируемого груза (включая грузоза-

хватное устройство) в пролете между канат-

ными шкивами однопролетной мобильной 

канатной дороги наблюдается статическое 

провисание несуще-тяговой канатной систе-

мы [6-8]. На статическое провисание допол-

нительно накладывается нестационарное ди-

намическое провисание в виде колебатель-

ного процесса относительно статического 

положения вследствие действия инерцион-

ных нагрузок при движении каната и груза с 

переменной скоростью и ветрового воздей-

ствия на них [9-11].  

 

2. Постановка задачи 

 

Задача математического представления 

упругой линии провисания несущего каната 

под действием силы тяжести при расчете 

стационарных многопролетных и мобильных 

однопролетных канатных дорог рассматри-

валась ранее в ряде исследований. В частно-

сти, в [7, 12- 5] для аппроксимации упругой 

линии предварительно натянутого каната 

)(xy  без учета дискретного размещения на 

нем транспортируемого груза (или несколь-

ких грузов разного веса) предлагается пара-

болическая зависимость вида 

l

x
cxlx

H

q
xy  )(

2
)( 2 ,               (1) 

где q  - распределенная нагрузка на канат от 

собственного веса и внешней нагрузки; H  - 

продольная сила натяжения каната; l  - рас-

стояние между опорами; c  - разность высот-

ного расположения концов закрепления ка-

ната на опорах. 

В [16-19] для аппроксимации упругой 

линии предварительно натянутого каната 

)(xy  без учета дискретного размещения на 

нем транспортируемого груза (или несколь-

ких грузов разного веса) предлагается гипер-

болическая зависимость. В [16] она выража-

ется суммированием провисания идеально 

гибкого нерастяжимого каната )(0 xy , харак-

теризующегося формой цепной линии [20], и 

добавки, учитывающей упругость каната 

)(xy : 

)()()( 0 xyxyxy   

или 








 








 


a

xx
a

EA

qg
c

a

xx
axy mLm 22 sinh

2
cosh)( , 

где g  - ускорение свободного падения; Lq - 

погонная масса каната; E  - модуль упругости 

каната; A  - площадь поперечного сечения ка-

ната; a , mx , c  - коэффициенты, определяю-

щие конфигурацию каната, исходя из гранич-

ных условий его закрепления на опорах.  

Очевидно, учет дискретности распреде-

ления сосредоточенных грузов вдоль про-

дольной линии несущего каната требует ис-

пользования более сложных математических 

зависимостей, основанных на использовании 

теории упругости канатных систем [21], и, 

как следствие, требует разработки специаль-

ных вычислительных алгоритмов преимуще-

ственно на основе численных методов (на-

пример, метода конечных элементов). В ча-

стности, подобные подходы и вычислитель-

ные алгоритмы рассмотрены в [22-24].  

Как справедливо отмечено в [25], чис-

ленный расчет конфигурации несущего ка-

ната между соседними опорами и провиса-

ния всей канатной системы в случае много-

опорной канатной дороги от дискретно при-

ложенных нагрузок от транспортируемого 

груза в этом случае занимает существенное 
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время, что затрудняет реализацию оптимиза-

ционного подхода при проектировании и 

моделировании эксплуатации канатных до-

рог. Это обстоятельство, несмотря на прин-

ципиальную  возможность в настоящее вре-

мя выполнять достаточно детальные расчеты 

конфигурации канатных систем с учетом 

дискретных нагрузок от транспортируемых 

грузов,  не исключает потребность использо-

вания менее точных аппроксимаций конфи-

гурации несущих и несуще-тяговых канатов 

стационарных и мобильных канатных дорог 

на основе простейших аналитических зави-

симостей. 

Указанный подход был реализован при 

построении математических моделей техни-

ко-экономической оптимизации многопро-

летных стационарных канатных дорог с опо-

рами произвольной высоты [26, 27] и унифи-

цированными опорами дискретно-перемен-

ной высоты [28, 29], а также однопролетных 

мобильных канатных дорог маятникового ти-

па [30, 31]. При этом, как было предложено в 

[32], совокупность распределенной нагрузки 

от собственного веса каната, сосредоточен-

ных нагрузок от дискретно расположенных 

транспортируемых грузов и ветровой нагруз-

ки представляется в виде комплексной рас-

пределенной нагрузки на m -й канат (при 

многоканатной подвесной системе): 

 22 )()( knmcabkncabmRknm ppqqq                                      (2) 

,

2

2
0

2

2
0 
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где cabmq  - распределенная нагрузка на m -й 

несущий канат от транспортируемого груза 

или пассажирской  кабины; knq  - распреде-

ленная нагрузка от собственного веса каната; 

cabp  - горизонтальная поперечная состав-

ляющая ветрового давления на транспорти-

руемый груз или пассажирскую кабину; knmp  

- горизонтальная поперечная статическая со-

ставляющая ветрового давления на m -й не-

сущий канат; knd  - диаметр несущего каната; 

cabQ  - вес транспортируемого груза или пас-

сажирской кабины; cabL  - расстояние между 

соседними грузами или кабинами; knn  - чис-

ло несущих канатов; 0knq  - эмпирический ко-

эффициент [32]; m , wm  - коэффициенты не-

равномерности распределения весовой и вет-

ровой  нагрузки  на m -й несущий канат от 

транспортируемого груза или пассажирской  

кабины; m - коэффициент ослабления дав-

ления ветра на поверхность m -го несущего 

каната для ряда параллельно расположенных 

канатов [33]; 0w  - нормативное значение 

ветрового давления [33] в зависимости от 

номера ветрового района [34]; wknC , wcabC  - 

аэродинамические коэффициенты несущего 

каната [33] и транспортируемого груза или 

пассажирской кабины; wknk , wcabk  - коэффи-

циенты возрастания ветрового давления с 

высотой от поверхности [33], рассчитанные 

для высоты расположения оси каната и цен-

тра тяжести груза или кабины; cabA - расчет-

ная площадь транспортируемого груза или 

пассажирской кабины (площадь проекции на 

вертикальную плоскость).    

 Как результат, применительно к одно-

пролетным мобильным канатным дорогам, 

для которых относительная стрела провиса-

ния (отношение стрелы провисания f  к ве-

личине пролета rpL ) несуще-тягового каната 

составляет rpLf / < 0,1, преобразование пред-

ставленной в [14] параболической зависимо-

сти (1) с погрешностью менее 1,3% позволяет 

геометрическую линию статического прови-

сания несуще-тягового каната )(xyr  выразить 

следующей параболической зависимостью 

[32]: 

- при форме I провисания несуще-тяго-

вого каната, когда стрела провисания нахо-

дится внутри пролета канатной дороги 
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- при форме II провисания несуще-тягово-

го каната, когда стрела провисания (при экст-

раполяции геометрической линии каната за 

пределы пролета) находится снаружи пролета 

канатной дороги или совпадает с одной из 

крайних опор 









 )(

2
)( xL

S

q
tgxyxy rp

k

Rcr
dslAr  ,   (4) 

где sl  - угол наклона опорной поверхности в 

пределах пролета; d  - коэффициент дина-

мичности [22]; kS  - продольная сила натяже-

ния каната; a  - расстояние в плане между 

центром канатного шкива и сечением макси-

мального провисания каната; Rcrq  - суммарная 

распределенная нагрузка на несуще-тяговый 

канат при одноканатном исполнении мо-

бильной канатной дороги, определяемая в 

соответствии с зависимостью (2).   

Для однопролетных канатных дорог про-

дольные осевые усилия натяжения несуще-

тягового каната на канатных шкивах конце-

вых опор A kAT  и  B kBT  определяются зави-

симостями [31]: 

- при форме I провисания несуще-тягово-

го каната 
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- при форме II провисания несуще-тягово-

го каната 
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(8) 

Несмотря на то, что расчет продольных 

осевых усилий натяжения несуще-тягового 

каната согласно зависимостям (5) – (8) дает 

неравные значения этих усилий на крайних 

опорах однопролетной канатной дороги (слу-

чай kAT  = kBT  имеет место лишь при угле 

sl = 0), однако их неравенство определяется 

перепадом высотных отметок оголовков 

опор, т. е. углами наклона к горизонтальной 

плоскости rpA  и rpB  соответственно, тогда 

как продольная сила натяжения каната в этих 

точках constSk  .     

Как показывают многочисленные иссле-

дования на основе проведения тяговых рас-

четов диаграмм изменения усилий натяже-

ния по длине гибкого тягового или тягово-

несущего рабочего органа транспортирую-

щих машин, например, ленточных конвейе-

ров [35-37] и транспортеров [38], откатных 

канатных установок [8], канатных дорог [6, 

31], канатных паромов и др., величины про-

дольных осевых усилий kAT  и kBT  оказыва-

ются неравными также вследствие наличия 

сил сопротивления перемещению каната со-

вместно с транспортируемым грузом.  

Представление о том, как изменяется 

продольное усилие натяжения несуще-

тягового каната kT  по длине несуще-тяговой 

канатной системы  дает рис. 1 [40].  Количе-

ственные данные  соответствуют однопро-

летной одноканатной мобильной канатной 

дороге с величиной пролета rpL = 100 м, 

длиной концевых опор tl  = 10 м, весом и 

вертикальным габаритом транспортируемого 

груза cG = 10 кН и Gh = 2 м при отсутствии 

ветрового воздействия. Натяжение kT  суще-

ственно изменяется по длине канатной сис-

темы, а также в зависимости от направления 

перемещения транспортируемого груза.  

Как следствие, расчет продольных сил 

натяжения каната kAS  и kBS , исходя из из-

вестных в результате тягового расчета про-

дольных осевых усилий kAT  и kBT , показыва-

ет, что kAS  kBS , причем эти усилия могут 

весьма значительно отличаться между собой. 

Таким образом, допущение о том, что в про-

лете constSk  , нельзя считать верным, т.е. 

необходимо учитывать kBkA SS  , причем 

величина kS  является переменной в преде-

лах пролета.       
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Рис. 1. Изменение продольного усилия натяжения несуще-тягового каната 

по длине несуще-тяговой канатной системы [40]: 1 - αsl = 5
о
; 2 - αsl = 10

о
;  

3 - αsl = 30
о
 (——— - груз перемещается по направлению к установке B;  

- - - - -  - груз перемещается по направлению к установке A) 

 

Установленное неравенство (зачастую, 

существенное) величин горизонтального 

усилия натяжения несуще-тягового каната 

kS  на соседних опорах пролета мобильной 

канатной дороги требует внесения уточне-

ний в расчетные зависимости (3) – (8), т.е. 

требует уточнения положения в пространст-

ве геометрической линии статического про-

висания несуще-тягового каната )(xyr и уг-

лов его наклона к горизонтальной плоскости 

rpA  и rpB .  

 

3. Аппроксимация провисания каната 

 

Требуемое минимальное продольное осе-

вое усилие натяжения несуще-тягового кана-

та мобильной канатной дороги определяется, 

исходя из необходимости обеспечения мини-

мально допустимого приближения транспор-

тируемого груза к поверхности земли с уче-

том находящихся на ней вдоль трассы дороги 

объектов инфраструктуры и растительности 

[31, 39]. Это усилие, как правило, следует 

обеспечить с помощью механизма натяжения 

каната в точке его сбегания с приводного ка-

натного шкива, который рекомендуется за-

действовать на концевой опоре B с наиболь-

шей высотной отметкой (отметка Bv ). В этом 

случае канатный шкив опоры B является при-

водным, тогда как опора A непосредственно 

связана с механизмом натяжения каната. 

Дальнейшее изменение величины продольного 

осевого усилия натяжения несуще-тягового 

каната )(zTk  по длине определяется на осно-

вании тягового расчета мобильной канатной 

дороги. Для этого можно использовать подход 

и ориентироваться на расчетные соотношения, 

приведенные в [39].  

Так как тяговый расчет позволяет опре-

делять в характерных i -х расчетных точках 

несуще-тяговой канатной системы продоль-

ные осевые усилия натяжения каната kiT , то 

для использования зависимостей типа (3) и 

(4) требуется нахождение в тех же характер-

ных i -х  расчетных точках горизонтальных 

усилий натяжения каната kiS . Для этого 

можно использовать соотношения (5) – (8), 

преобразование которых приводит к сле-

дующим нелинейным алгебраическим урав-

нениям относительно неизвестных kiS :     

- при форме II провисания каната 

0sec 
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Тогда углы наклона несуще-тягового ка-

ната к горизонтальной плоскости в харак-

терных точках будут составлять: 

)/arccos( kAkArpA TS ; 

)/arccos( kBkBrpB TS , 

где знак в числителе относится к форме I 

провисания каната, знак в знаменателе – к 

форме II провисания каната. 

Очевидно, рассмотренные ранее расчет-

ные зависимости (3) и (4) не позволяют адек-

ватно выразить геометрическую линию ста-

тического провисания несуще-тягового кана-

та с учетом выявленных физических особен-

ностей. Учитывая возможность определения 

для геометрической линии )(xyr  четырех 

граничных величин (по две на каждом ее 

конце – в точках A и B), целесообразно иско-

мую геометрическую кривую выразить в виде 

параболической зависимости – в виде поли-

нома третьей степени с четырьмя неизвест-

ными коэффициентами: 
3

3
2

210)( xdxdxddxyr  ,        (13) 

где 0d , 1d , 2d , 3d  - неизвестные коэффици-

енты полинома. 

Указанные четыре неизвестных коэффи-

циента 0d , 1d , 2d , 3d  находятся решением 

системы четырех уравнений, каждое из ко-

торых выражает одно из известных гранич-

ных условий (рис. 2):  

Ar yxy  )0( ; 

Brpr yLxy  )( ; 

rpA

x

r tg
dx

xdy


0

)(
; 

rpB

Lx

r tg
dx

xdy

rp




)(
. 

 

 

Рис. 2. Расчетные схемы аппроксимации геометрической линии статического провисания     

несуще-тягового каната при его характерных формах: а – форма I; б – форма II 

 

Таким образом, эти граничные усло-

вия позволяют построить систему линейных 

алгебраических уравнений следующего вида: 





















rpBrprp

rpA

Brprprp

A

tgLdLdd

tgd

yLdLdLdd

yd




2

321

1

3
3

2
210

0

32


         (14) 

или в матричной форме: 
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Решение системы уравнений (14) позво-

ляет получить расчетные соотношения для 

коэффициентов параболической аппрокси-

мации геометрической линии статического 

провисания несуще-тягового каната вида (13): 

Ayd 0 ; 
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4. Обсуждение результатов 

 

Применительно к диаграммам изменения 

продольного усилия натяжения несуще-тяго-

вого каната по длине несуще-тяговой канат-

ной системы, представленным на рис. 1, на 

рис. 3 и 4 показаны геометрические линии 

статического провисания каната и величины 

провисания 

)()()( ,, xytgxlhxf rslAtAt    

при расчетах с помощью зависимостей (3) и 

(4) для двух значений горизонтальных уси-

лий натяжения каната kS = kAS  и kS = kBS , а 

также с помощью аппроксимации кубиче-

ским полиномом (13).  

Расчет по соотношениям (3) и (4) дает 

заметно разные значения в зависимости от 

того, какое значение kS  было использовано - 

kAS  или kBS . Разница в величине стрелы 

провисания может достигать нескольких 

метров, что является существенным, учиты-

вая относительно небольшую длину мобиль-

ной канатной дороги. Расчет с помощью ку-

бического полинома (13) позволяет получить 

геометрическую линию статического прови-

сания каната, лежащую между граничными 

линиями )(xyr  согласно расчета по зависи-

мостям (3) и (4). Таким образом, аппрокси-

мацию кубическим полиномом (13) можно 

рассматривать как более адекватно отра-

жающую действительное положение геомет-

рической линии статического провисания 

несуще-тягового каната.    

Следует отметить, что углы наклона не-

суще-тягового каната в точках набегания и 

сбегания с одного и того же канатного шкива 

не равны, т.е. 

2,1, rpArpA    и 2,1, rpBrpB   , 

где «1» и «2» - номера параллельных ветвей 

каната по ходу его движения, причем ветвь 

«1» начинается в точке сбегания каната с 

приводного канатного шкива, а ветвь «2» - в 

точке сбегания с натяжного канатного шкива. 

Согласно данным [31], разница в их ве-

личинах может достигать нескольких граду-

сов. Однако обязательным условием качест-

венной работы однопролетной мобильной ка-

натной дороги является угловая согласован-

ность набегания и сбегания каната с канатно-

го шкива, так как согласно известным экспе-

риментальным данным (например, [40]) даже 

незначительные отклонения продольной оси 

грузонесущего каната из плоскости канатного 

шкива приводят к повышенному износу про- 

 

 
Рис. 3. Диаграммы статического провисания несуще-тягового каната при использовании       

различных расчетных зависимостей (αsl = 5
о
): а – геометрическая линия каната, ветвь 1;            

б – геометрическая линия каната, ветвь 2; в – величина провисания, ветвь 1;                                      

г – величина провисания, ветвь 2 (1 – расчет по (3) для Sk=SkA; 2 – расчет по (4) для Sk=SkB;            

3 – расчет по (13)) 
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Рис. 4. Диаграммы статического провисания несуще-тягового каната при использовании          

различных расчетных зависимостей (αsl = 30
о
): а – геометрическая линия каната, ветвь 1;              

б – геометрическая линия каната, ветвь 2; в – величина провисания, ветвь 1;                                  

г – величина провисания, ветвь 2 (1 – расчет по (3) для Sk=SkA; 2 – расчет по (4) для Sk=SkB;        

3 – расчет по (13)) 

 

филированного ручья шкива и самого каната. 

Согласно [40] отклонение оси ручья шкива от 

оси каната не должно превышать 1
о
 во избе-

жание интенсивного изнашивания как профи-

лированного ручья шкива, так и самого несу-

ще-тягового каната. Интенсивный износ ве-

дет к снижению ресурса работы элементов 

канатной системы мобильной канатной доро-

ги и безопасности ее эксплуатации. Поэтому 

при проектировании несуще-тяговой канат-

ной системы следует предусматривать необ-

ходимые конструктивные мероприятия.  

Данные рис. 3 и 4 количественно под-

тверждают факт отличия величины углов на-

бегания и сбегания с канатного шкива ( 1,rpA  

и 2,rpA , 1,rpB  и 2,rpB ): для приводного ка-

натного шкива (опора B) при наклоне по-

верхности sl = 5
о
 разница | 2,rpB - 1,rpB | со-

ставляет 3,3
о
, при sl  = 30

о
 – 7,1

о
. Для на-

тяжного (неприводного) канатного шкива 

(опора A) – соответственно 0,1
о
 и 0,3

о
. Такое 

расхождение обусловлено тем, что для при-

водного канатного шкива разница величин 

осевого усилия натяжения несуще-тягового 

каната в точках набегания и сбегания суще-

ственно больше, чем для натяжного канатно-

го шкива.  

5. Заключение 

 

В процессе эксплуатации подвесных ка-

натных дорог факт движения загруженного 

несуще-тягового каната в условиях совмест-

ного функционирования приводного и на-

тяжного механизмов обуславливает измене-

ние осевого усилия натяжения каната по его 

длине между крайними опорами пролета до-

роги. Опыт проведения тяговых расчетов 

мобильных канатных дорог применительно к 

их реальным техническим характеристикам, 

которые позволяют построить диаграммы 

изменения осевого усилия натяжения несу-

ще-тягового каната, показывает, что наблю-

даемая разница в величинах усилий натяже-

ния на крайних опорах пролета может дости-

гать значительной величины. Как следствие, 

аппроксимация статической упругой линии 

естественного провисания каната с помощью 

хорошо известных приближенных параболи-

ческой и гиперболической зависимостей, ис-

ходя из полученных при тяговом расчете мо-

бильной канатной дороги значений осевого 

усилия натяжения несуще-тягового каната 

для разных концов пролета, приводит к по-

лучению двух существенно различных гео-

метрических конфигураций каната с сущест-
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венно различными количественными харак-

теристиками. Это обусловлено тем, что ука-

занные зависимости получены для случая 

постоянства осевого усилия натяжения кана-

та по длине пролета. 

Предложенный в статье подход к аппрок-

симации статической упругой линии естест-

венного провисания несуще-тягового каната, 

учитывающий действительное неравенство 

осевого усилия натяжения каната по длине 

пролета, позволяет более адекватно отразить 

реально существующую ситуацию с прови-

санием каната и оценить его количественные 

характеристики.  
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