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В статье выполнен обзор основных подходов к расчету подъемно-транспортных машин методом конечных эле-
ментов. Приведены основные положения для выполнения нелинейных конечноэлементных расчетов несущих 
металлоконструкций подъемно-транспортных машин. Рассмотрены алгоритмы построения матриц жесткости 
нелинейных конечных элементов и алгоритмы численного итерационного интегрирования уравнений. Выпол-
нены расчеты в нелинейной постановке тестовых объектов и ленты подвесного конвейера.  
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При проектировании грузоподъемных машин требуется выполнение расчетов на 

прочность, жесткость, устойчивость, усталостную долговечность. Однако точное решение 
этих задач в рамках теории упругости для сложных пространственных конструкций полу-
чить невозможно. На практике инженерами используются методы сопротивления материа-
лов и строительной механики. Эти методы применимы к простейшим системам. Для анализа 
напряженно-деформированного состояния сложных пространственных конструкций, со-
стоящих из множества элементов, используются численные методы. Наибольшее распро-
странение получил метод конечных элементов (МКЭ) [1, 2]. 

Наиболее простые расчетные схемы грузоподъемных машин представляют собой со-
вокупность стержней или балок. Для их расчета используются стержневые конечные элемен-
ты [2, 3]. Если стержневые элементы являются абсолютно твердыми телами, соединенными 
между собой цилиндрическими или призматическими шарнирами, то метод конечных эле-
ментов используется для точного вычисления инерционных и прочностных характеристик 
поперечного сечения стержней [4, 5]. Однако такой подход применим только для предвари-
тельных расчетов, так как стержневые конечные элементы не учитывают реальное распреде-
ление механических напряжений в конструкции [1, 6]. 

Несущие металлоконструкции подъемно-транспортных машин, как правило, являются 
тонкостенными [7, 8]. Тонкостенные элементы моделируются плоскими конечными элемен-
тами [1, 2, 8]. Точность результатов расчета существенно зависит от выбранного размера ко-
нечных элементов [9, 10]. Характерный размер при расчете кранов-манипуляторов следуют 
принимать равным (1…2)δ, где δ – толщина элементов конструкции [9]. Для мостовых кра-
нов это соотношение может достигать (5…6)δ [6, 8, 11]. Наиболее точные модели стреловых 
кранов содержат также подмодели гидроцилиндров и шарниров [2, 9]. Для оценки живучести 
при расчете необходимо учитывать влияние остаточных сварных напряжений [12]. 

Для расчета прочности отдельных узлов грузоподъемных машин (крюка, шарнира, 
зубчатого колеса) используются объемные конечные элементы [2, 8]. 

При решении большинства задач предполагается, что и перемещения и деформации 
конструкции малы. Практически это означает, что форма конечных элементов в процессе на-
гружения не изменяется, для вычисления деформаций можно использовать приближенные 
линейные зависимости. При точном определении перемещений ряда конструкций может 
оказаться необходимым учет геометрической нелинейности. Например, мембранные напря-
жения, которыми обычно пренебрегают при изгибе пластин, могут явиться причиной значи-
тельного уменьшения перемещений даже при малых деформациях. С другой стороны, может 
оказаться, что нагрузка, при которой прогиб увеличивается, достигается быстрее, чем это 
предсказывается линейной теорией, и может возникнуть ситуация, в которой при продол-
жающемся деформировании несущая способность будет падать. Это не что иное, как класси-
ческая задача устойчивости конструкций. В указанных случаях задача должна решаться в 
нелинейной постановке [13, 14]. 
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Независимо от того, велики или малы перемещения (деформации), внутренние и 
внешние силы должны удовлетворять условиям равновесия. Если перемещения определяют-
ся конечным числом (узловых) параметров  u  то, должно выполняться равенство 

           0)(   RuBu
T

V
 ,                                                    (1) 

где   )( u  – сумма внешних и внутренних обобщенных сил, а матрица  B  зависит от  u  и 
определяется из соотношения 

     udBd  . 
Матрицу  B  можно представить в виде 

     )(0 uBBB L , 
где  0B  – матрица, определяющая бесконечно малые деформации, а матрица  )(uBL  зави-
сит от перемещений. В общем случае  )(uBL  является линейной функцией перемещений. 

Уравнение (1) решается итерационным методом. При использовании метода Ньютона 
необходимо, найти зависимость между  ud  и  d  [13, 14]. Варьируя (1) по  ud  получаем 

         dVdBdVBdd
V

T

V

T
   ,                                            (2) 

           udBDdDd   , 
   LBdBd  . 

Поэтому 
         udKdVBdd

V

T
L    , 

где 

           L
V

T KKdVBDBK   0 , 

а  0K  является обычной матрицей жесткости при малых деформациях, т.к.  0K  имеет вид 

        dVBDBK
T

V
  000 . 

Матрица  LK  появляется из-за того, что перемещения велики.  

                    dVBDBdVBDBdVBDBK
T

V
LL

T

V
LL

T

V
L   00  

Матрица  K  известна как матрица начальных перемещений, матрица больших перемещений 
и т.п. Эту матрицу можно построить, считая деформации малыми, но учитывая изменения 
координат элемента при вычислении жесткостей.  

Первый член выражения (2) может быть записан в виде 
       udKdVBd

V

T
L   , 

где  K  – симметричная матрица, зависящая от величины напряжения (в справедливости 
этого утверждения, вероятно, лучше всего убедиться на конкретных примерах). Эта матрица 
известна как матрица начальных напряжений или геометрическая матрица. Таким образом, 

              udKudKKKd TL   0 , 
где  TK  – полная матрица тангенциальных жесткостей. Она должна быть положительно оп-
ределенной, чтобы состояние равновесия было устойчивым [13, 14].  
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Итерационный алгоритм содержит следующие этапы. 
1. В качестве первого приближения  u  строится линейное решение.  
2. С помощью соотношения (1) определяется  1  для заданной матрицы  B  и теку-

щего значения напряжений.  
3. Строится матрица  TK . 

4. Определяется поправка      11
1  TKu . 

5. Процесс повторяется до тех пор, пока не достигается требуемая точность [13, 14]. 
Все решения можно находить за один шаг для полной действующей нагрузки. Одна-

ко, как и во всех нелинейных задачах, возникает возможность неединственности решения и 
при этом может быть найдено решение, не имеющее физического смысла. В таких случаях 
целесообразно задавать нагрузку отдельными приращениями и получать нелинейное реше-
ние для каждого приращения. При этом необходимо периодически проверять выполнение 
условия равновесия с помощью нелинейного соотношения (1) [13, 14]. 

При построении матрицы жесткости элемента сначала формируется нелинейная мат-
рица градиента. Вектор полной трехмерной деформации можно представить через компо-
ненты бесконечно малой и большой деформаций 
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Нелинейные члены запишем в следующем виде: 
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где 
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              dAdAAdd L 
2
1

2
1  [13; 14]. 

Вектор    можно выразить через функцию формы  N  и узловые перемещения  u  
следующим образом 

    uG , 
Откуда получаем 

       udGAd L  , 
     GABL   [13; 14]. 

Нелинейную матрицу жесткости (зависящую от перемещений) можно получить со-
гласно выражению 

        dVBDBK L
T

V
LL   . 

Для получения полной матрицы тангенциальных жесткостей необходимо построить 
матрицу начальных напряжений  K .  
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              dVAdGdVBddK
V

TT

V

T
L    . 
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где 3I  – единичная матрица размера 3х3 [13; 14]. 
Окончательно получаем 

        dVGMGK
V

T   . 

Полную матрицу тангенциальных жесткостей получаем простым суммированием трех 
матриц  0K ,  LK  и  K  [13, 14]. 

С использованием приведенных зависимостей выполним расчет тестовой задачи, рас-
четная схема которой приведена на рис. 1. Здесь цифрами обозначены номера узлов конеч-
ноэлементной сетки. Сила P=1. Материал конструкции – сталь. 

 

 
Рис. 1. Расчетная схема тестовой задачи 

 
Результаты расчета показаны на рис. 2 и рис. 3. Видно, что с 4 итерации линейное и 

нелинейное решения начинают существенно расходиться. Итоговая разница (после 10 итера-
ции) достигает 19,6%. Максимальная нелинейная деформация (в узле №3) достигает 7,22 мм, 
что совпадает с аналитическим решением нелинейной задачи. 

 

  
Рис. 2. Зависимость перемещения  

от нагрузки для узла №1:  
1 – линейное решение;  

2 – нелинейное решение 

Рис. 3. Перемещения трех узлов 
тестовой расчетной схемы 

 
Ленточные конвейеры, на протяжении многих лет находили широкое применение в 

промышленности, строительстве, сельском хозяйстве, пищевых производствах и других 
отраслях промышленности. Предложены современные конструкции ленточных конвейеров с 
распределенным приводом (рис. 4) [15, 16]. При расчете конвейерной ленты, появляется не-
обходимость решения геометрически нелинейной задачи, так как прогиб ленты под нагруз-
кой может достигать больших величин.  
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Рис. 4. Общий вид конвейера  

с распределенным приводом [16] 
Рис. 5. Расчетная конечноэлементная модель  

участка конвейерной ленты 
 

Расчетная конечноэлементная схема участка конвейерной ленты рассматриваемого 
конвейера приведена на рис. 5. Исходные данные для решения задачи: усилие натяжения 
ленты – 100 Н, вертикальная нагрузка со стороны груза – 550 Н/м. Весовая нагрузка опреде-
ляется автоматически с учетом заданной величины ускорения свободного падения 9,81 м/с2. 
Скорость движения ленты 0,5 м/с. Материал креплений – сталь. Упругие характеристики 
конвейерной ленты приняты на оcновании данных [17]. Исходное число ступеней приложе-
ния внешней нагрузки – 10. Результаты расчета приведены на рис. 6 и 7. 
 
 а)                                                                              б) 

  
Рис. 6. Результаты нелинейного расчета участка конвейерной ленты (100% нагрузки): 

а – напряжения (МПа), б – вертикальные перемещения (мм) 
 

 
Рис.7. Зависимость максимального перемещения от нагрузки:  

1 – линейное решение; 2 – нелинейное решение 
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Результаты расчетов показывают, что применение линейных зависимостей и расчет-
ных схем в тех случаях, когда задача является нелинейной, приводит к значительным по-
грешностям в расчетах (20-30%). Если по результатам первичного расчета в конструкции на-
блюдаются большие деформации или напряжения, превосходящие предел текучести мате-
риала, необходимо повторно решить задачу в нелинейной постановке. Дальнейшие исследо-
вания будут посвящены нелинейному моделированию напряженно-деформированного со-
стояния лент конвейеров с распределенным приводом. 
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NONLINEAR FINITE ELEMENT CALCULATIONS IN PROBLEMS OF STRENGTH OF 
LIFTING-TRANSPORT MACHINES 
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The main approaches to lifting-transport machines simulation by finite elements method are under consideretion in this 
article. Contains general provisions for performing nonlinear finite element calculations of load-bearing metal structures 
of handling machines. The algorithms of constructing stiffness matrices of nonlinear finite element and iterative algo-
rithms for the numerical integration of the equations are shown. These are results of nonlinear simulation of the test 
objects and the overhead conveyor belt. 
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