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Аннотация. Широкое использование стеллажных 

кранов-штабелеров обусловлено распространением 

автоматизированных складов. Снижение затрат 

энергии при использовании кранов-штабелеров явля-

ется одним из основных направлений их совершен-

ствования. Разработка математических имитаци-

онных моделей кранов-штабелеров позволяет опре-

делять затраты энергии на перемещения грузов на 

этапе проектирования и проведения научных иссле-

дований.  Для новой конструкции стеллажного кра-

на-штабе-лера, имеющего поворотную стрелу с 

перемещающейся по ней в радиальном направлении 

грузовой кареткой, была разработана математи-

ческая модель в виде системы дифференциальных 

уравнений Лагранжа второго порядка. Система 

дифференциальных уравнений учитывала потери 

энергии по модели вязкого трения в подвижных 

звеньях стрелы и грузовой каретки крана. Для этого 

при выводе дифференциальных уравнений использо-

валась функция Релея, а также аналитические вы-

ражения потенциальной и кинетической энергий 

подвижных звеньев крана, которые были продиф-

ференцированы. При помощи типовых блоков сис-

темы имитационного моделирования SimInTech, 

полученная система дифференциальных уравнений 

была реализована в виде блочной диаграммы. Ис-

пользование блоков пропорционально-интег-рально-

дифференцирующих регуляторов в имитационной 

модели позволило реализовать принцип отработки 

заданной траектории перемещения звеньев крана, а 

численное интегрирование текущих мощностей 

приводов стрелы и каретки, позволило определить 

накопленный суммарный расход энергии приводов на 

заданном перемещении. Текущие значения мощно-

стей приводов определялись как произведения мо-

ментов и сил приводов на скорости соответст-

вующих звеньев стрелы и каретки. В качестве при-

мера, при запуске имитационной модели получены 

временные зависимости координат стрелы и грузо-

вой каретки крана, а также моментов и сил приво-

дов, мощностей и работ при перемещении из точки 

с нулевыми координатами в точку с заданными ко-

ординатами и обратно. Разработанная имитаци-

онная математическая модель предназначена для 

определения затрат энергии в приводах крана новой 

конструкции с поворотной стрелой при заданных 

перемещениях звеньев, а также, в перспективе, для 

проверки алгоритмов управления.      
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Abstract. The widespread use of racking stacker cranes 

is due to the spread of automated warehouses. Reduc-

tion of energy costs when using stacker cranes is one of 

the main directions of their improvement. The develop-

ment of mathematical simulation models of stacker 

cranes allows to determine the energy costs of cargo 

movement at the stage of design and research. For a 

new design of the racking crane-stacker, having a rotary 

boom with a cargo carriage moving along it in the radi-

al direction, a mathematical model in the form of a sys-

tem of Lagrange differential equations of the second 

order has been developed. The system of differential 

equations took into account the energy losses according 

to the model of viscous friction in the moving links of the 

boom and the load carriage of the crane. For this pur-

pose, when deriving the differential equations, the Ray-

leigh function was used, as well as analytical expres-

sions of the potential and kinetic energies of the moving 

links of the crane, which were differentiated. With the 

help of typical blocks of the Russian simulation model-

ing system SimInTech, the obtained system of differen-

tial equations was realized in the form of a block dia-

gram. The use of blocks of proportional-integral-

differentiating regulators in the simulation model al-

lowed to realize the principle of working out the given 

trajectory of movement of the crane links, and the nu-

merical integration of the current powers of the boom 

and carriage drives allowed to determine the accumu-

lated total energy consumption of the drives at a given 

displacement. The current values of drive powers were 

determined as products of moments and forces of drives 

on the speeds of the corresponding links of the boom 

and carriage. As an example, when running the simula-

tion model, the time dependences of the coordinates of 

the boom and load carriage of the crane, as well as the 

moments and forces of the drives, power and work dur-

ing the movement from a point with zero coordinates to 

a point with specified coordinates and back. The devel-

oped simulation mathematical model is intended to de-

termine the energy costs in the drives of a new design 

crane with a rotating boom at given displacements of 

links, as well as, in the future, to verify the control algo-

rithms. 
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1. Введение 

 

Современное складское хозяйство пред-

полагает использование автоматизирован-

ных средств погрузки и выгрузки объектов 

складирования [1, 2]. 

Основным видом используемых при этом 

средств производства являются стеллажные 

краны-штабелеры [3, 4]. Тенденции развития 

кранов-штабелеров заключаются в повыше-

нии их производительности, скоростей пе-

ремещения звеньев, повышении точности 

позиционирования, снижении затрат энергии 

на перемещения, применении автоматизации 

рабочих движений [5-7]. Авторами была вы-

двинута гипотеза, что изменение конструк-

ции стеллажного крана-штабелера одновре-

менно с формой сооружения склада, который 

он обслуживает, способно существенно со-

кратить затраты энергии на перемещение 

звеньев крана и груза. Была предложена кон-

струкция стеллажного крана-штабелера со 

стрелой [8], обладающая новизной, которая, 

согласно проведенным предварительным 

расчетам, способна обеспечить существенно 

меньший расход энергии при работе в скла-

дах сравнительно малой вместимости [9].  

Для уточненного определения характери-

стик машин, в том числе затрат энергии в 

динамическом режиме работы, на этапе про-

ектирования и выполнения научно исследо-

вательских работ, широко используются ма-

тематические модели объектов [10].  

Необходимо разработать математическую 

модель крана-штабелера с поворотной стре-

лой, позволяющую определять затраты энер-

гии в приводах крана при заданных рабочих 

перемещениях звеньев. 

2. Постановка задачи 

Необходимо вывести систему обыкно-

венных дифференциальных уравнений, ре-

шение которой позволяет моделировать 

движения механической системы крана-

штабелера с поворотной стрелой (рис. 1). На 

основе выведенной системы обыкновенных 

дифференциальных уравнений должна быть 

создана программная реализация математи-

ческой модели крана-штабелера с поворот-

ной стрелой, использование которой позво-

лит определять затраты энергии в приводах 

крана для заданных перемещений подвиж-

ных звеньев и груза. 

На затраты энергии при перемещениях 

влияют не только начало и окончание дви-

жения звеньев крана с ускорением, но и по-

тери на диссипацию энергии в приводах и 

шарнирах, которые также должны учиты-

ваться в математической модели и ее про-

граммной реализации.  

  В расчетной схеме (рис. 1) и модели 

приняты следующие обозначения: φ – угол 

отклонения стрелы от вертикали; R – ради-

альная координата центра масс каретки с 

грузом относительно оси вращения стрелы; 

ms – масса стрелы с противовесом; mlp – мас-
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са каретки с грузом; lgs – длина от оси стрелы 

до ее центра масс, с учетом противовеса; Is – 

момент инерции стелы с противовесом отно-

сительно оси вращения; bw – коэффициент 

сопротивления повороту стрелы; br – коэф-

фициент сопротивления радиальному пере-

мещению каретки. 

 

 
Рис. 1. Расчетная схема стеллажного крана-штабелера с поворотной стрелой 

 

 

 

Рис. 2. Имитационная математическая модель крана-штабелера с поворотной стрелой               

в обозначениях SimInTech 
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Рис. 3. Сигналы базы данных SimInTech имитационной модели крана-штабелера с                   

поворотной стрелой: а) конструктивные параметры; б) параметры перемещений;                       

в) работа полная 

 

3. Вывод системы дифференциальных 

уравнений 

 

Уравнения Лагранжа динамической сис-

темы крана-штабелера с поворотной стрелой 

с учетом сил диссипации будут иметь вид [9, 

10]: 

 
j

j j j

T Ud T F
Q

dt q q q

    
       

, j=1, 2,   (1) 

где  1 2,T q q  – кинетическая энергия дина-

мической системы; U(q1,q2) – потенциальная 

энергия системы;  1 2,F q q  – диссипативная 

функция Релея; Qj(t) – обобщенные силы; t – 

время. 

Механическая система крана-штабелера с 

поворотной стрелой (рис. 1) обладает двумя 

степени свободы. Во-первых, это поворот 

стрелы относительно своей оси вращения на 

угол φ. Во-вторых, это перемещение центра 

масс каретки с грузом в радиальном направ-

лении вдоль стрелы на расстояние R от оси 

стрелы. 

Кинетическая энергия динамической сис-

темы определялась выражением [14] 

 2 2 2 2

2

s lpI m R R
T

   
 .  (2) 

Потенциальная энергия определялась вы-

ражением [14] 

   sin sinlp gs sU R g m g l m         .    (3) 
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Функция Релея учитывала диссипацию 

энергии при изменении одной угловой и од-

ной линейной координат в приводах стрелы 

и грузовой каретки с грузом соответственно. 

Использовалась модель вязкого трения. 

Функция Релея для вывода системы диффе-

ренциальных уравнений имела вид: 
22

2 2

wr
bRb

F


 
 

.                (4) 

Выражения (2)-(4) после соответствую-

щего дифференцирования согласно (1) обра-

зовывали следующую систему дифференци-

альных уравнений второго порядка:  

   

 

2

2

2

cos cos

s

;

.
in

s w lp lp

lp gs s

lp lp

p R

r

l

I b R m R m R

R g m g l m

R m R m b R

g m

Q

Q



    

   

   

       
 
        

    
     



 

(5) 

Система (5) при преобразовании в форму 

Коши будет иметь вид: 

   

 

2

2

;

2

cos cos

sin
.

w lp

lp gs s

lp s

lp r lp

l

R

p

b R m R

Rgm gl m

m R I

R m b R g m
R

m

Q

Q


      
 
     
















        



 (6) 

Она может быть решена известными чис-

ленными методами решения систем диффе-

ренциальных уравнений. Система (6) описы-

вает динамику крана-штабелера с поворотной 

стрелой, совершающего рабочие движения. 

 

4. Реализация модели в программной    

среде SimInTech 

 

Для практической реализации получен-

ной системы дифференциальных уравнений 

(6) была использована российская среда ди-

намического моделирования и программиро-

вания SimInTech (рис. 2) [15]. Она может 

рассматриваться как аналог зарубежных сис-

тем имитационного моделирования 

MATLAB/Simulink, SCILAB/Xcos и др. 

В имитационной модели, представленной 

на рис. 2, использованы основные алгебраи-

ческие блоки SimInTech: Константа, Сум-

матор, Перемножитель, Делитель, Сравни-

вающее устройство. Для моделирования 

дифференциальных уравнений использовал-

ся блок Интегратор. Блок Кусочно-посто-

янная использовался для формирования за-

данных кусочно-постоянных значений уско-

рений двух управляемых координат крана: 

угла поворота стрелы и радиального смеще-

ния центра масс каретки с грузом относи-

тельно оси вращения стрелы. Блок Времен-

ной график использовался для визуализации 

зависимостей выходных параметров модели: 

координат, сил, моментов и работ в приво-

дах. В качестве вспомогательных использова-

лись блок Мультиплексор, соединяющий не-

сколько скалярных сигналов в один вектор-

ный, и блок Запись в список сигналов, пере-

дающий значения из имитационной модели в 

базу данных. Блок ПИД-регулятор использо-

вался для преобразования рассогласования 

между заданным и фактическим значениями 

координат звеньев в текущее значение мо-

мента или силы привода управляемой коор-

динаты, минимизирующего рассогласование. 

На рис. 3 представлены окна базы данных 

разработанной имитационной модели в среде 

SimInTech. Все сигналы модели в единой 

общей категории Данные, были разделены на 

три группы по выполняемым функциям. Это 

группа конструктивных параметров С, груп-

па параметров для задания требуемых пере-

мещений подвижных звеньев P, и группа O, 

включающая выходной параметр – сумму 

работ приводов крана на рассматриваемом 

перемещении (рис. 3). 

Методика определения временных интер-

валов при равноускоренном движении [16] 

использовалась для определения зависимо-

стей заданных координат звеньев крана от 

времени. При этом ускорение подвижного 

звена крана (стрелы, каретки с грузом) при-

нимало три дискретных значения [–amax; 0; 

amax], а значение скорости изменялось непре-

рывно, но ограничивалось интервалом пре-

дельных значений [–vmax; vmax]. По заданным 

перемещениям в методике определялись 

временные интервалы движения с положи-

тельным, нулевым и отрицательным ускоре-

ниями. Реализация заданных перемещений 

звеньев с ограничениями по скоростям осу-

ществлялась при помощи блоков Кусочно-

постоянная (на выходе двух данных блоков 

формировались значения ускорений стрелы 
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и каретки), и 4 блоков Интегратор, соеди-

ненных попарно последовательно, и преоб-

разующих ускорения в скорости, а затем в 

требуемые перемещения φtreb(t), Rtreb(t) под-

вижных звеньев стрелы и каретки. 

Для этого величины dφ=φtreb(t)– φ(t), 

dR=Rtreb(t)– R(t), представляющие собой раз-

ности фактических и требуемых (заданных) 

в данный момент времени координат стрелы 

и каретки, подаются на входы блоков ПИД-

регулятор. Указанные блоки формируют на 

выходе обобщенные момент Mφ и сила QR, 

которые и осуществляют движение подвиж-

ных звеньев по заданной траектории, мини-

мизируя величины dφ и dR.  

Умножение момента Mφ и силы QR на со-

ответствующие скорости изменения обоб-

щенных координат позволяет получить вре-

менные зависимости мощностей: 

     N t M t t   ;      R RN t Q t R t  .(7) 

Далее численное интегрирование теку-

щих значений мощностей приводов Nφ и NR 

при помощи блоков Интегратор позволило 

определить затраты энергии приводов стре-

лы и каретки, т.е. работы приводов: 

   A t N t dt   ;    R RA t N t dt  .    (8) 

При суммировании накапливаемых зна-

чений двух работ Aφ и AR, в конечный мо-

мент времени переходного процесса выдает-

ся полная работа приводов крана AΣ: 

   
0 0

kon konT T

R

t t

A N t dt N t dt 

 

   .   (9) 

Поскольку при составлении модели было 

принято допущение о том, что при торможе-

нии подвижных звеньев энергия не расходу-

ется и не накапливается, минимальные те-

кущие значения мощностей приводов Nφ и 

NR ограничивались нулевыми значениями. 

Для этого в модели использовались блоки 

Ограничитель.  

Поскольку основу математической моде-

ли крана составляют дифференциальные 

уравнения второго порядка (6), наиболее 

важными в модели являются блоки Инте-

гратор, в количестве 4-х штук, соединенные 

попарно последовательно, и находящиеся в 

центре модели. 

Они интегрируют ускорения   и R  

стрелы и каретки соответственно. Данные 

ускорения формировались в модели с ис-

пользованием переменных и их первых про-

изводных по уравнениям (6).  

 

5. Результаты экспериментов 

 

На рис. 4, 5 приведены временные зави-

симости параметров координат стрелы и ка-

ретки, погрешностей их реализации (разно-

стей), обобщенных моментов и сил приво-

дов, а также работ, полученных при задан-

ных перемещениях на 1,25 рад стрелы и на 7 

м каретки. Перемещение каретки с грузом в 

целевую точку с координатами, указанными 

выше, плавная остановка и последующий 

возврат выполнялись из начальной точки с 

нулевыми координатами.  

Требуемые и фактические координаты 

крана φ и R (рис. 4, а) визуально совпадают. 

При помощи двух блоков ПИД-регулятор 

формируются временные зависимости раз-

ностей требуемых и фактических координат 

dφ и dR (рис. 4, б). Минимизацию dφ и dR 

обеспечивают момент Mφ и сила QR. Послед-

ние реализуются приводами стрелы и карет-

ки соответственно (рис. 5, а). На рис. 5, б, 

приведены временные зависимости работ 

приводов стрелы и каретки Aφ и AR, и сум-

марной работы AΣ на рассматриваемой в ка-

честве примера траектории перемещений.  

 

6. Обсуждение результатов 

 

На графиках, на которых приведены вре-

менные зависимости работ Aφ, AR и AΣ, гори-

зонтальность некоторых участков соответст-

вует перемещениям подвижных звеньев в 

режиме управляемого торможения, когда, 

согласно сделанным допущениям, энергия 

приводами не расходуется. 

Сумма работ приводов AΣ соответствует 

полным затратам энергии при перемещении. 

В конечный момент времени рассматривае-

мого в качестве примера процесса суммарная 

работа составила 22156 Дж. 

 

7. Заключение 

 

Представлена имитационная математиче-

ская модель стеллажного крана-штабелера с 

поворотной стрелой, которая позволяет ис-
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следовать большие пространственные пере-

мещения звеньев крана, повороты стрелы на 

180 градусов. В модели, которая составлена 

из типовых блоков системы математического 

моделирования SimInTech, учитываются по-

тери энергии в приводах подвижных звеньев 

по модели вязкого трения.  

 

 
Рис. 4. Пример временных зависимостей: а - координаты стрелы и каретки;  

б - соответствующие им разности требуемых и фактических значений координат крана 
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Рис. 5. Пример временных зависимостей: а – силы приводов; б - соответствующие им работы 

приводов крана  

 

В основу модели положена система из 

двух дифференциальных уравнений Лагран-

жа второго порядка. Для вывода дифферен-

циальных уравнений модели использовались 

аналитические выражения диссипативной 

функции Релея и частных производных по-

тенциальной и кинетической энергий дина-

мической системы крана. 

Разработанная математическая модель 

предназначена для определения затрат энер-
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гии, а также, при необходимости, мощно-

стей, моментов и сил в приводах крана, со-

ответствующих заданным перемещениям 

подвижных звеньев. 

Модель вязкого трения использовалась 

для описания диссипации энергии, возни-

кающей при вращении стрелы крана и по-

ступательном движении каретки по стреле. 

Силовые воздействия на подвижные звенья, 

обеспечивающие движение по траекториям, 

близким к заданным, формировались при 

помощи двух ПИД-регуляторов. Для этого 

использовались соответствующие блоки сис-

темы SimInTech. 

Модель позволяет определять энергети-

ческие затраты, зависящие от перемещений, 

при выполнении рабочих циклов крана 

предложенной конструкции с поворотной 

стрелой. А также проводить сравнение раз-

личных заданных траекторий перемещения 

грузов по критериям энергетических и вре-

менных затрат. 

Перспективным направлением использо-

вания разработанной математической модели 

может выступать вычислительная верифика-

ция численных и аналитических алгоритмов 

управления краном новой конструкции. 
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