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Аннотация. В работе рассматривается движение 

снежной частицы в вертикальном питателе роторно-

го снегоочистителя с учетом удара. Цель исследова-

ния – определение общих закономерностей при уда-

ре снежной частицы о неподвижную обечайку вер-

тикального питателя, а также обоснование условия 

окончания удара и перехода к описанию движения 

снежной частицы уравнениями, не учитывающими 

ударных эффектов. Для достижения поставленной 

цели был проведен однофакторный численный экс-

перимент, варьируемым параметром в котором было 

значение коэффициента восстановления скорости 

при ударе. В результате получены возможные тра-

ектории движения снежной частицы, характер изме-

нения скорости движения снежной частицы, обу-

словленный возникающими ударами о неподвиж-

ную поверхность, а также предложено условие, ко-

торое может быть использовано в качестве момента 

окончания удара и рассмотрения дальнейшего без-

ударного движения частицы. Произведено сравне-

ние ударного импульса и импульса нормальной ре-

акции вертикальной стенки. Предложен алгоритм 

определения движения снежной частицы в условиях 

наличия одной неудерживающей связи и учетом ее 

удара.  
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Abstract. The paper considers the description of the 

movement of a snow particle in a vertical feeder of a 

rotary snow blower, taking into account the impact phe-

nomenon. The main purpose of the presented studies is 

to determine the general patterns when a snow particle 

hits a fixed shell of a vertical feeder, as well as to sub-

stantiate the conditions for the end of the impact and the 

transition to describing the motion of a snow particle by 

equations that do not take into account impact effects.      

To achieve this goal, a one-factor numerical experiment 

was carried out, in which the variable parameter was 

the value of the velocity recovery coefficient upon im-

pact.  As a result, possible trajectories of the movement 

of a snow particle, the nature of the change in the speed 

of movement of a snow particle, due to emerging im-

pacts on a fixed surface, are obtained, as well as a con-

dition is proposed that can be used as a condition for the 

end of the impact and consideration of further 

impactless particle motion.  A comparison is made be-

tween the shock pulse and the pulse of the normal reac-

tion of a vertical wall. An algorithm for determining the 

motion of a snow particle in the presence of one non-

retaining bond and taking into account its impact is 

proposed. 
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1. Введение 

 

В общем виде существующие подходы, 

характеризующие такой феномен как удар, 

представлены в [1]. В [2] также представле-

ны теоретические обобщения современной 

теории удара. 

В соответствии с [3], использование клас-

сической теории удара, базирующейся на за-

коне сохранения импульса и такой характе-

ристике как коэффициент восстановления 

скорости при ударе, позволяет определить 

общие черты ударного процесса в конкрет-

ных рассматриваемых условиях. В работе [4] 

рассмотрен подход к определению связи ме-

жду коэффициентом восстановления скоро-

сти при ударе и плотностями и прочностной 

характеристикой материалов взаимодейст-

вующих тел. В [2] проведены сравнительные 

исследования коэффициента восстановления 

скорости при ударе различных материалов. В 

теории удара коэффициент восстановления 

характеризует не упругость тел, а их твер-

дость [2]. 

Описание установки и методики по изме-

рению скоростей удара твердых тел, бази-

рующихся на положениях теоретической ме-

ханики, делающей описываемую систему в 

процессе удара однозначно определенной, 

представлено в работе [5]. 

Уравнения удара с учетом вращения тел 

на основе положений теоретической механи-

ки описаны в [6, 7]. Также в работе [3] была 

рассмотрена задача одновременного удара n 

тел. В работе [8] представлена система ко-

эффициентов восстановления для характери-

стики ударного взаимодействия с точки зре-

ния классической теории удара в механиче-

ской системе, на основании которой приме-

нительно к машинам ударного действия де-

лается вывод о необходимости обеспечения 

одинаковых масс бойка и наковальни с реа-

лизацией их встречного движения до удара. 

Исследованы вопросы устойчивого движе-

ния твердого тела, сопровождающегося уда-

ром о горизонтальную плоскость. Получены 

условия устойчивости и неустойчивости [9]. 

В [10] показано, что в отсутствии трения ус-

ловия отрыва на стационарных движениях не 

выполняются, при малых значениях угла 

между осью симметрии и вертикалью в ок-

рестности стационарных движений контакт 

между телом и плоскостью не прерывается. 

В работе [11] отмечается, что взаимодейст-

вие достаточно крупных (по сравнению с 

высотой шероховатости) сферических тел 

после удара о шероховатую стенку при срав-

нительно невысоких скоростях хорошо опи-

сывается с помощью модели Рауса. Экспе-

риментально показано, что коэффициент 

восстановления при ударе шара о неподвиж-

ную наклонную поверхность является функ-

цией угла наклона. 

Однако использование положений теоре-

тической механики обладает рядом недос-

татков. В частности, в [12] говорится о необ-

ходимости рассмотрения конечной длитель-

ности фазы удара в связи с возможностью 

применения в ней конечных управляющих 

сил импульсного управления, что трансфор-

мирует исходную задачу с импульсными 

воздействиями и разрывными траекториями, 

с ограниченными входными воздействиями и 

непрерывными траекториями. Вопрос полу-

чения более точного поведения соударяемых 

тел и перехода к ненулевой длительности 

удара приводит к необходимости рассмотре-

ния упруго-вязких и упругопластических 

тел. Например, в [13] рассмотрены методы, 

использующие подходы классической меха-

ники сплошной среды, а также модели, ос-

нованные на теории распространения упру-

гих волн в твердом материале. 

В [14] представлена нелинейная вязкоуп-

ругая модель удара тела о неподвижное пре-

пятствие Ханта-Кроссли. Определены коэф-

фициент восстановления, потерянная при 

ударе кинетическая энергия и их зависи-

мость от скорости соударения. Также в [14] 

отмечается, что при косом ударе тела о не-

подвижное препятствие (движение тела до 

удара и после удара произвольное) следует 
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использовать определение коэффициента 

восстановления в трактовке Пуассона. 

В [15, 16] для описания упруго-пласти-

ческого ударного взаимодействия твердых 

деформируемых тел используется модель 

Герца. Некоторые механизмы выбора формы 

и закономерности фрагментации упругих тел 

простой геометрии, подвергшихся ударному 

воздействию, рассмотрены в [17]. 

В [18] в рамках приближения Герца по-

строена нелинейная математическая модель 

поперечного удара абсолютно жесткого 

твердого тела в форме шара массой М с по-

верхностью льда, моделируемого тонкой 

пластиной, плавающей на воде большой глу-

бины. Также установлено, что разрушение 

льда происходит при достижении контакт-

ным напряжением предела прочности льда 

на сжатие.  

В [19] предложен способ расчета сфери-

ческой оболочки при неосесимметричном 

ударе массивного тела, где контактная сила 

взаимодействия определялась на основе уп-

ругопластической модели местного смятия 

для параболического ударника.    

Аналитическое решение задачи удара це-

почки связанных материальных точек с оп-

ределением условия окончания фазы удара в 

вязкоупругой трактовке предложено в [20]. 

В [21] представлен алгоритм численного 

разрешения кратного удара для случая, когда 

PiC метод не применим. 

Таким образом, существующие теории 

контактного взаимодействия позволяют ре-

шать разнообразные технические задачи. В 

зависимости от поставленных целей исполь-

зуются различные математические модели, 

описывающие удар. Очевидно, существует 

некоторое условие, которое определяет мо-

мент перехода от первого варианта движения 

ко второму. Получение данного условия по-

зволит корректно проводить описание дви-

жения снежной частицы и тем самым повы-

сить точность моделирования работы верти-

кального питателя.  

В данной работе проведены дополни-

тельные теоретические исследования, опи-

сывающие переход при движении снежной 

частицы конечного размера от удара о не-

подвижную вертикальную стенку кожуха 

питателя роторного снегоочистителя к 

скольжению в условиях действия неудержи-

вающих связей.  

 

2. Основная часть  
 

Рассмотрим движение снежной частицы 

конечного размера в вертикальном питателе 

роторного снегоочистителя в системе коор-

динат, связанной с осью вращения верти-

кального питателя OфXфYфZф. Возможны два 

варианта ее движения в вертикальном пита-

теле (рис. 1). При этом переход от первого 

варианта движения ко второму и наоборот 

сопровождаются таким явлением как удар. 

Рассмотрим математические модели движе-

ния снежной частицы до удара и после. Для 

составления расчетных схем ее движения 

были приняты следующие допущения: 

- частица имеет сферическую форму; 

- частица скользит по горизонтальному 

режущему диску; 

- частица движется без отрыва по поверх-

ности горизонтального режущего диска. 

Необходимо отметить, что в соответствии 

с [10] для рассматриваемого случая, где до-

пущения говорят об абсолютной симметрии, 

в процессе скольжения частицы по горизон-

тальной поверхности режущего диска отры-

ва наблюдаться не будет [10]. 

Уравнения движения снежной частицы в 

процессе ее скольжения по горизонтальной 

поверхности режущего диска вертикального 

питателя роторного снегоочистителя имеют 

вид [22]: 

             
  

 
          

 

 
 ,   (1) 

             
  

 
          

 

 
 .   (2) 

   
  

 
 

 

 
,    (3) 

где fч – коэффициент внешнего трения снега 

по материалу горизонтального режущего 

диска. 

В случае контакта снежной частицы с не-

подвижной поверхностью вертикального пи-

тателя роторного снегоочистителя, условие 

которого имеет вид: 

        ,  (4) 

где R – радиус горизонтального режущего 

диска. 
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а. б. 

Рис. 1. Возможные варианты движения снежной частицы в вертикальном  

питателе роторного снегоочистителя: а - скольжение частицы по поверхности 

горизонтального режущего диска; б - скольжение снежной частицы вдоль  

неподвижной стенки вертикального питателя роторного снегоочистителя 

(G – сила тяжести; ω – угловая скорость вращения горизонтального режущего 

диска; Nч – нормальная реакция горизонтального режущего диска;  

Nф –нормальная реакция стенки вертикального питателя; Fтрч – сила трения 

снежной частицы о горизонтальную поверхность режущего диска; Fтрф – сила 

трения снежной частицы о поверхность стенки вертикального питателя  

роторного снегоочистителя) 

 

Удар частицы о стенку, в начальной фазе 

характеризующийся мгновенным изменени-

ем значений проекций вектора скорости 

снежной частицы vx0 и vy0 на оси принятой 

системы координат, описывается коэффици-

ентом восстановления скорости k снежной 

частицы при ударе и ее коэффициентом 

мгновенного трения p. На рис. 2 представле-

ны расчетные схемы определения значений 

проекций скоростей снежной частицы vx и vy 

после удара. 

В общем виде проекции вектора скорости 

частицы в начальной фазе удара в системе 

координат onτ имеют вид: 

В общем виде проекции вектора скорости 

частицы в начальной фазе удара в системе 

координат, onτ имеют вид: 

                   ,   (5) 

                   ,   (6) 

где  

        
 

 
 . 

Предполагаем, что в конечной фазе удара 

нормальная vn и касательная vt составляющие 

скорости снежной частицы изменяются 

скачкообразно по закону: 

         ,   (7) 

        .    (8) 

В соответствии с расчетной схемой вы-

ражения новых значений проекций вектора 

скорости снежной частицы в системе коор-

динат OфXфYф будут описываться уравне-

ниями: 

  
                    ,  (9) 

  
                      , (10) 

  
                     ,  (11) 

  
                    .  (12) 

С учетом (5) и (6) получаем: 

                              

                       ,  (13) 

                              

                       .  (14) 

Уравнения, описывающие движение час-

тицы в условия действия новой неудержи-

вающей связи – неподвижной стенки верти-

кального питателя, согласно [21]: 
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а. б. 

Рис. 2. Расчетные схемы определения значений проекций скоростей снежной  

частицы после удара о неподвижную стенку вертикального питателя (вид сверху): 

а - в начальной фазе удара; б - в конечной фазе удара 
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;

22
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 (16) 

gz  ,    (17) 

где  

.2

2 22

2

2
2

R

yx
fg

R
y

R
x

R

yx
fR

ч

x




















 
  

  (18) 

Исходные данные, на основании которых 

проводились вычисления: 

- радиус горизонтального режущего дис-

ка R= 0,3 м; 

- угловая скорость вращения рабочего ор-

гана вертикального питателя роторного сне-

гоочистителя ω= 18 рад/с; 

- радиус снежной частицы r= 0,01 м; 

- коэффициент внешнего трения снежной 

частицы по поверхности горизонтального 

режущего диска fч=0,03; 

- коэффициент внешнего трения снежной 

частицы по неподвижной стенке вертикаль-

ного питателя f=0,03; 

- коэффициент мгновенного трения 

снежной частицы при ударе p=0,025; 

- коэффициент восстановления скорости 

в точке контакта при ударе k принимал сле-

дующие значения k=0,5; 0,58; 0,6. 

В качестве начальных условий были при-

няты следующие значения: 

- координаты положения снежной части-

цы в момент времени t= 0, по оси OфXф 

x=0,19 м, по оси OфYф y=0,19 м; 

- проекции вектора скорости снежной 

частицы в момент времени t= 0, на оси OфXф 

vx=0,19 м, по оси OфYф vy=0,19 м; 

- шаг вычислений по времени Δt=0,001 с. 

В результате решения с использованием 

уравнений, описывающих удар о неподвиж-

ную стенку при постоянном значения шага 

вычислений по времени Δt, частица посте-

пенно проникает за неподвижную стенку 

вертикального питателя (рис. 3), что невоз-

можно в реальной системе. 

Одним из возможных вариантов получе-

ния таких результатов численного решения 

(1) - (3) является несоответствие шага вы-

числений Δt. В первом приближении пере-

мещения и скорости могут быть представле-

ны следующими соотношениями: 

          ,   (19) 

          
    

 

 
. (20) 
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Рис. 3. Изменение радиуса положения  

частицы в зависимости от времени после 

контакта с неподвижной стенкой  

вертикального питателя 

 

В момент удара значение скорости час-

тицы скачкообразно меняет свой знак на 

противоположный. Соответственно, на сле-

дующей итерации вычислений значения ско-

ростей и перемещений определяются также 

выражениями (19) и (20). В зависимости от 

значений слагаемых, значения которых по-

лучены на предыдущей итерации и шага 

численного интегрирования по времени Δt, 

определяется новое значение положения 

частицы. Произведем оценку влияния Δt на 

текущее положение частицы. Для этого рас-

смотрим выражение приращения по переме-

щению, которое из (20) имеет вид: 

        
    

 

 
.   (21) 

Очевидно, чтобы обеспечить непрони-

цаемость границы для частицы после удара 

необходимо, чтобы Δx≤0: 

     
    

 

 
  .   (22) 

Из (22) выражаем шаг численного интег-

рирования: 

      
    

 
   .   (23) 

Поскольку Δt не может быть меньше нуля, 

соответственно: 

    
   

  
.   (24) 

Аналогичные выражения справедливы 

для проекции ускорения на ось OфYф: 

    
   

  
.   (25) 

 

 

 

 

3. Результаты исследований 

 

Рассмотрим численное решение удара, 

возникающее при движении снежной части-

цы в питателе при указанных выше исход-

ных данных. Результаты вычислений при 

различных Δt представлены на рис. 4 и 5. 

 

 

Рис. 4. Приращение по осям OфXф и OфYф 

при ударе снежной частицы о неподвижную 

поверхность при Δt = 0,0005 с 

 

 
Рис. 5. Максимальное значение шага чис-

ленного интегрирования по времени по ус-

ловию (23) 

 

Из рис. 5 следует, что фактическое значе-

ние шага численного интегрирования по 

времени превышает допустимые значения по 

условию (24). Это приводит к «проникнове-

нию» частицы через неподвижную обечайку 

вертикального питателя роторного снегоочи-

стителя, что на практике невозможно, так 

как приращения перемещений как по оси 

OфXф, так и по оси OфYф являются положи-

тельными (рис. 4). 

Для случая обеспечения соблюдения ус-

ловия (24) при ударе снежной частицы о не-

подвижную стенку вертикального питателя 
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роторного снегоочистителя при тех же на-

чальных условиях получаем следующие из-

менения в решении уравнений движения 

снежной частицы (1) - (3): характер измене-

ния величины шага численного интегриро-

вания по времени Δt представлен на рис. 6; 

на рис. 7 представлено изменение величины 

абсолютной скорости снежной частицы Vабс; 

на рис. 8 – характер изменения приращения 

расстояния положения частицы от оси вра-

щения рабочего органа вертикального пита-

теля в полярной системе координат, связан-

ной с осью вращения вертикального питате-

ля, где: 

           . (26) 
 

 
 Рис. 6. Зависимость изменения величины 

шага численного интегрирования по  

времени от числа итераций, при которых 

соблюдается условие (4) 
 

 
Рис. 7. Зависимость изменения  

абсолютной скорости снежной  

частицы от времени  

 

Из рис. 8 следует, что процесс «проник-

новения» частицы сквозь неподвижную 

стенку остановлен, при этом наблюдается 

торможение частицы и стремление величины 

ее абсолютной скорости к нулю. 

 
Рис. 8. Приращение расстояния между 

положением частицы и осью вращения 

рабочего органа вертикального питателя  

от времени 
 

 

Рис. 9. Траектория движения снежной 

частицы при величине, k=0,75 в  

полярной системе координат 
 

Таким образом, возникает эффект прили-

пания снежной частицы к неподвижной 

стенке вертикального питателя. 

В случае изменения значения коэффици-

ента восстановления скорости при ударе 

k=0,75 частица отскакивает от поверхности 

вертикального питателя и движется в обрат-

ном направлении (рис. 9). 

На рис. 10 представлены траектории 

движения снежной частицы по поверхности 

горизонтального режущего диска вертикаль-

ного питателя роторного снегоочистителя 

при значениях k=0,75; 0,58 и 0,5. На рис. 10 

показан отскок снежной частицы с ее после-

дующим прилипанием к неподвижной стен-

ке вертикального питателя, при значениях 

k=0,58 и 0,5. 

В связи с этим возникает необходимость 

определения условия скольжения по второй 

связи (неподвижной стенки) и отсутствие 

явления удара, т.е. условия, когда неудержи-

вающая связь становится удерживающей. 
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Рис. 10. Траектория движения снежной 

частицы при различных значениях k и 

p = 0,025 в полярной системе координат 

 

Закон сохранения импульса S, при ударе 

записывается как разница скоростей снеж-

ной частицы до удара v1, и после v2: 

                
  

 
.   (27) 

Произведение действующей силы на момент 

времени: 
  

 
 

  

 
   .   (28) 

Соответственно, единственной силой яв-

ляется сила нормальной реакции неподвиж-

ной обечайки вертикального питателя Nф, 

значение которой однозначно определяется 

из уравнения (18). 

Численное решение уравнений движения 

снежной частицы, носит дискретный харак-

тер с определенным шагом по времени Δt. 

Иначе говоря, в результате численного ре-

шения уравнений движения определяются 

значения перемещений, скоростей снежной 

частицы за интервал Δt. Что касается значе-

ний изменений скорости частицы в момент 

удара, то они происходят мгновенно через 

интервал времени. Рассмотрим, как изменя-

ются значения силы нормальной реакции в 

моменты времени, когда выполняется усло-

вие контакта частицы с неподвижной обе-

чайкой вертикального питателя и скорость 

изменяется скачкообразно. Результаты вы-

числений проекций импульсов силы нор-

мальной реакции SN, вертикальной режущей 

полосы на осях OфXф и OфYф, и величина 

импульса S, вычисленная по (28), представ-

лены на рис. 11. 

Графики имеют одну общую точку пере-

сечения, после которой величина импульса  

 

Рис. 11. Значения мгновенных изменений 

скорости снежной частицы в момент 

удара и значений силы нормальной  

реакции неподвижной обечайки в 

ертикальной фрезы в момент контакта 

частицы с этой поверхностью  

 

от силы нормальной реакции неподвижной 

обечайки вертикальной фрезы NфΔt, превы-

шает значение ударного импульса. Таким 

образом, при условии постоянного значения 

коэффициента восстановления скорости при 

ударе, принимаем, что с этого момента вре-

мени движение частицы описывается урав-

нениями движения без учета явления удара. 

Это может быть записано в виде следующего 

условия: 

                
  

 
   .  (29) 

На рис. 12 представлена зависимость аб-

солютной скорости частицы, при которой 

величина импульса нормальной реакции 

стенки вертикального питателя NфΔt, больше 

изменения скорости частицы при ударе, от 

коэффициента восстановления скорости при 

ударе. 

Из графика следует, что с увеличением 

значения коэффициента восстановления ско-

рости при ударе, абсолютная скорость части-

цы, при которой наблюдается превышение 

импульса NфΔt, возрастает. Аппроксимирую-

щее уравнение, описывающее данное поведе-

ние системы при заданных численных значе-

ниях основных параметров снежной частицы 

и вертикального питателя, имеет вид: 

                  . 

Последующее увеличение значения, k 

приводит к отскоку и обратному движению 

снежной частицы по горизонтальной по-

верхности режущего диска. 
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Рис. 12. Зависимость абсолютной скорости 

частицы, при которой величина импульса 

нормальной реакции стенки вертикального 

питателя больше изменения скорости  

частицы при ударе, от коэффициента  

восстановления скорости при ударе 

 

Алгоритм определения движения снеж-

ной частицы в условиях наличия одной не-

удерживающей связи и учетом ее удара 

представлен на рис. 13. 

 

 

 

4. Выводы 

 

В результате проведенных исследований 

получено значение коэффициента восста-

новления, при котором снежная частица 

продолжает движение вдоль стенки верти-

кального питателя. Произведено сравнение 

ударного импульса и импульса нормальной 

реакции вертикальной стенки. 

Подтверждена гипотеза о наличии грани-

цы перехода от ударного взаимодействия к 

безотрывному скольжению снежной частицы 

вдоль поверхности стенки вертикального пи-

тателя роторного снегоочистителя. Получено 

аппроксимирующее уравнение границы пе-

рехода от одной математической модели 

движения снежной частицы к другой для 

рассматриваемых в работе значений пара-

метров снежной частицы и вертикального 

питателя. Описан алгоритм перехода от 

уравнений удара к уравнениям движения с 

дополнительной связью. 

 

  
Рис. 13. Алгоритм перехода от уравнений удара к уравнениям движения с дополнительной связью 
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