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Аннотация. При математическом моделировании 

динамических и виброзащитных систем операторов 

строительных и дорожных машин, необходимо 

учитывать демпфирующие свойства механизмов. 

Учет силы трения в математических моделях за-

частую выполняется при помощи коэффициента, 

по модели вязкого трения. В более сложных моделях 

общепринятым является использование известного 

выражения, в котором присутствуют функции 

экспоненты и гиперболического тангенса, а незави-

симыми параметрами являются силы трения Куло-

на и отрыва, скорость трения отрыва, коэффици-

ент вязкого трения. Данное выражение использу-

ется в известном математическом пакете. Однако 

известное выражение недостаточно точно ап-

проксимирует экспериментальные кривые трения. 

В настоящей работе было дополнено альтернатив-

ное выражение полной силы трения. Доработка 

позволила применить новую формулу для всего диа-

пазона изменения аргумента скорости и точнее 

воспроизвести характерную форму эксперимен-

тальных характеристик трения. Для нового выра-

жения были получены дополняющие формулы, ус-

танавливающие связь входящих параметров от ря-

да других, имеющих ясный и простой физический 

смысл параметров. Было выполнено сравнение об-

щепринятого и предложенного выражений по экс-

периментальным данным, были построены графики 

относительной погрешности. Также сравнение двух 

выражений полной силы трения было произведено, в 

качестве примера, на динамической модели вынуж-

денных колебаний сосредоточенной массы на под-

вижном основании. Результаты сравнения показали 

существенное расхождение общепринятого выра-

жения в сравнении с предложенным, по значениям 

полной силы трения, а также расхождение в полу-

чаемых на динамической модели амплитудах отно-

сительных перемещений и абсолютных ускорений 

массы. Предложенное выражение может быть 

использовано для аппроксимации полной силы тре-

ния в математических моделях динамических виб-

розащитных систем сидений операторов. 
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Abstract. In mathematical modeling of dynamic and 

vibration protection systems of operators of construction 

and road machines, it is necessary to take into account 

the damping properties of the mechanisms. Accounting 

for the friction force in mathematical models is often 

performed using a coefficient, according to the viscous 

friction model. In more complex models, it is common to 

use a well-known expression in which the functions of 

the exponent and hyperbolic tangent are present, and 

the independent parameters are the Coulomb and sepa-

ration friction forces, the separation friction rate, and 

the coefficient of viscous friction. This expression is used 

in a well-known mathematical package. However, the 

well-known expression does not accurately approximate 

the experimental friction curves. In the present work, an 

alternative expression for the total friction force has 

been supplemented. The refinement made it possible to 

apply a new formula for the entire range of change in 

the velocity argument and more accurately reproduce 

the characteristic shape of the experimental friction 

characteristics. For the new expression, complementary 

formulas were obtained that establish the relationship 

between the input parameters and a number of others 

that have a clear and simple physical meaning of the 

parameters. A comparison was made of the generally 

accepted and proposed expressions according to exper-

imental data, graphs of the relative error were con-

structed. Also, a comparison of two expressions of the 

total friction force was made, as an example, on a dy-

namic model of forced oscillations of a concentrated 

mass on a moving base. The comparison results showed 

a significant discrepancy between the generally accept-

ed expression in comparison with the proposed one, in 

terms of the total friction force, as well as a discrepancy 

in the amplitudes of relative displacements and absolute 

mass accelerations obtained on the dynamic model. The 

proposed expression can be used to approximate the 

total friction force in mathematical models of dynamic 

vibration protection systems for operator seats. 
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1. Введение 

 

Для операторов строительных и дорожных 

мобильных машин весьма актуальной является 

проблема защиты от динамических воздейст-

вий и вибраций, возникающих во время вы-

полнения производственного цикла [1].   

Значительные вибрации возникают при ра-

боте таких машин, как дорожные [2], строи-

тельные [3], подъемно-транспортные, комму-

нальные [4], лесохозяйственные [5], сельско-

хозяйственные [6] и т.д. Наиболее серьезные 

воздействия на операторов производят вибра-

ции, которые передаются через сиденье в ка-

бине оператора машины [7].   

Методы численного решения систем диф-

ференциальных уравнений позволяют иссле-

довать колебания динамических систем как с 

линейными, так и с нелинейными упругими и 

демпфирующими характерис-тиками [8]. В 

большинстве математических моделей, опи-

сывающих колебания виброзащищаемых 

масс, например, сиденья с оператором в ка-

бине машины, используются линейные стати-

ческие силовые характеристики [9]. Потери 

на трение при теоретическом исследовании 

вибраций и систем виброзащиты зачастую 

вообще не учитываются, либо учитываются 

упрощенно по модели вязкого трения при 

помощи постоянного коэффициента [10]. 

Между тем, вопрос корректного описания и 

использования характеристики трения чрез-

вычайно важен, поскольку данная характери-

стика, под которой понимают зависи-мость 

полной силы трения от скорости относитель-

ного движения, оказывает определяющее 

влияние на характер перемещения [11].          

В блоке Translational Friction пакета мо-

делирования физических систем Simscape 

математической системы MATLAB [12], ис-

пользуется известное аналитическое выра-

жение для аппроксимации кривой Герси-

Штрибека, описывающей эксперимен-тально 

полученные функциональные зависимости 

полной силы трения (при наличии в системе 

всех возможных видов трения: покоя, сухо-

го, вязкого и, наконец, смешанного) от ско-

рости поступательного перемещения объекта 

[12, 13]:           

   

2

1

1

1
1

2

tanh ,

St

v

v

tf brk C
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C

Coul

v
F e F F e

v

v
F b v

v

 
 
       

 
    

 

 (1) 

где 2St brkv v   – пороговое значение ско-

рости для трения Штрибека; 
10

brk
Coul

v
v   – 

пороговое значение скорости для трения Ку-

лона; vbrk – скорость трения отрыва (ско-
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рость, при которой сила трения Штрибека 

достигает своего максимума); FC – сила тре-

ния Кулона; Fbrk – сила трения отрыва, кото-

рая является суммой сил Кулоновского и 

статического трения (должна быть больше 

или равна значению силы трения Кулона);    

b – коэффициент вязкого трения; v1 – отно-

сительная текущая скорость поступательного 

перемещения объекта (в данном случае, ско-

рость собственной деформации виброзащит-

ного механизма). 

Независимыми исходными параметрами 

для вычисления по формуле (1) выступают 

постоянные FC, Fbrc, vbrk, b, и переменное 

значение скорости v1. 

На рис. 1,а приведен пример характерной 

формы экспериментально получаемых кри-

вых функции трения от скорости перемеще-

ния [11], а на рис. 1,б – пример полученной 

по формуле (1) аппроксимации данной 

функции [12, 13]. Независимые параметры 

при получении аппроксимационной кривой 

на рис. 1,б принимали следующие значения: 

Fbrc=2.5 Н, FC=2 Н, vbrk=0.01 м/с, b=20 

Н/(м/с).  

Видно, что значения локального макси-

мума и локального минимума не совпадают с 

заданными значениями Fbrc и FC соответст-

венно. Например, значение локального ми-

нимума в правой половине графика состав-

ляет 2,59 Н вместо заданного значения FC=2 

Н. Т.е, качество аппроксимации эксперимен-

тальных кривых при помощи выражения (1) 

оставляет желать лучшего. Отметим, что ма-

тематическая система MATLAB во всем ми-

ре считается элитной и одной из наиболее 

передовых и современных программных 

сред для математического моделирования.  

 

2. Постановка задачи 

Целесообразно нахождение для исполь-

зования в математических моделях виброза-

щитных и других динамических систем ана-

литического выражения, достаточно просто-

го, и одновременно точно аппроксимирую-

щего экспериментально полученные харак-

теристики трения. Чтобы входящие в него 

параметры по возможности имели ясный и 

простой физический смысл. 

 

 
Рис. 1. Примеры характерной формы экспе-

риментальной кривой функции трения (а) и 

полученной по общепринятому выражению 

(1) аппроксимации (б) 

 

3. Описание предлагаемого выражения и 

его параметров 

 

В работе [11] отмечено, что большая 

часть известных выражений, аппроксими-

рующих кривую Герси-Штрибека, достаточ-

но громоздки и не всегда удачны, что под-

тверждают полученные данные с рис. 1,б.     

В этой же работе В.А. Коронатовым 

предложено следующее компактное анали-

тическое выражение для аппроксимации 

кривой Герси-Штрибека в положительной 

области аргумента [11]: 

 

 
1

1

1 1
tf

h

D vf N
F b v

D v b


  

 

 


, (2) 

где D – коэффициент, определяющий про-

должительность постоянства в начале 

скольжения (при 1 1v ) с заданной точно-

стью для участка граничного (сухого) тре-
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ния; bh – коэффициент, определяющий сте-

пень крутизны падающего участка для сме-

шанного трения; f – коэффициент трения по-

коя; N – условная прижимная сила. 

Отмечается, что выражение (2) достаточ-

но точно аппроксимирует эксперименталь-

ную кривую трения, а входящие в него пара-

метры имеют ясный физический смысл [11]. 

В то же время, из выражения (2) видно, 

что оно корректно описывает эксперимен-

тальную кривую трения только для правой 

половины графика, т.е. для положительных 

значений скорости v1. Для того, чтобы рас-

пространить действие выражения (2) на об-

ласть отрицательных значений скорости v1, и 

для использования большего числа парамет-

ров из выражения (1), известное выражение 

(2) авторами было дополнено и преобразова-

но к следующему виду: 

 
 
 

1

1 1

1

sgn
1

brk

tf

h

F D v
F v b v

D v b






 
   

   

,  (3) 

где brkF f N   – значение абсолютного мак-

симума функции (3), достигаемое при v1=0 

подстановкой нулевого значения v1 и еди-

ничного значения  1sgn 1v   в (3). 

Выражение (3) может быть применено 

для точной аппроксимации значений полной 

силы трения в зависимости от текущих зна-

чений скорости перемещения v1 на всем диа-

пазоне изменения скорости, в том числе для 

отрицательных значений. Вид получающих-

ся при этом кривых соответствует экспери-

ментальным. 

Целесообразно выразить входящие в (3) 

независимые параметры D и bh через значе-

ния сил трения Fbrc, FC, и значение аргумента 

скорости vfc, при котором достигается ло-

кальный минимум FC полной силы трения Ftf 

(см. рис. 1, а). Используем для этого исход-

ное выражение (2) правой части характери-

стики с заменой  f N  на Fbrc: 

 

 
1

1

1 1

brk
tf

h

F D v
F b v

D v b

 

 
  


.     (4) 

Аналитическое выражение производной 

выражения (4) по скорости имеет вид: 

 

   

  

1 1

1

2

1

1

1

1

tf brk

h

brk h

h

dF F
b

dv D v b

F D v b

D v b
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  

   

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.  (5) 

Решение уравнения 
1

0
tfdF

dv
 , при кото-

ром функция (4) достигает локального ми-

нимума (FC), имеет вид:  

brk h
fc

h

D b D F b
v

b b b

b 
 





  


.    (6) 

При подстановке выражения (6) в (4), по-

сле упрощения получается следующее урав-

нение, выражающее значение силы трения 

Кулона FC через прочие параметры: 

 
 

2

1

brk brk h

C

h

F b D A D F b
F

b

      



. (7) 

Совместное решение системы из двух 

уравнений (6) и (7) относительно двух неиз-

вестных D и bh имеет вид: 
2

2 2

2
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brk fc

C brk C

b v b F v

b F v F

F F F
b

b v b F v

F b v

F F F

      
 
       
 
    
 

      
 

    
 
    

.  (9) 

С учетом полученных обладающих но-

визной выражений (8) и (9), независимыми 

исходными параметрами для вычисления по 

предложенной формуле (3) выступают по-

стоянные FC, Fbrc, vfc, b, и переменное значе-

ние скорости v1. Перечисленные параметры 

имеют максимально простой и ясный физи-

ческий смысл, и одновременно привязку к 

локальным экстремумам и другим характе-

ристикам экспериментальной кривой трения 

(рис. 1,а). 
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4. Результаты сравнения функций для  

аппроксимации кривой Герси-Штрибека 

 

Для сравнения известного и предлагаемо-

го выражений, используемых для аппрокси-

мации кривой Герси-Штрибека, были ис-

пользованы данные натурного эксперимента, 

приведенные на рис. 2,а [14]. Натурный экс-

перимент по изменению коэффициента тре-

ния проводился при постоянном значении 

нормальной силы трущихся поверхностей 

104 Н. Коэффициент трения f, значения ко-

торого приведены на оси ординат на рис. 2, 

а, представляет собой отношение полной си-

лы трения к нормальной силе трущихся по-

верхностей [14]. Это позволило перейти к 

графику зависимости силы трения от скоро-

сти перемещения (рис. 2,б). Значения коэф-

фициента f в узловых точках были визуально 

определены из рис. 2,а, как приблизительные 

средние значения облака экспериментальных 

точек из соответствующих мест исходного 

экспериментального графика. Значения ар-

гумента в 13 рассматриваемых узловых точ-

ках: 0; 0.0125; 0.025; 0.0375; 0.05; 0.075; 0.1; 

0.125; 0.15; 0.175; 0.2; 0.225; 0.25 м/с. 

 

 
Рис. 2. Результаты натурного эксперимента по измерению коэффициента трения в  

зависимости от скорости: а) оригинальный график [14]; б) восстановленные значения  

полной силы трения в узловых точках 
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Вид экспериментального графика в об-

ласти отрицательных значений аргумента 

представлял собой зеркально отраженную 

копию положительной части эксперимен-

тального графика. 

На рис. 3,а приведены два графика функ-

ций на основе известного (1) и предлагаемо-

го (3) выражений для аппроксимации приве-

денной выше экспериментальной кривой 

Герси-Штрибека. Исходные параметры, сов-

падающие для формул (1) и (3), принимали 

значения, согласно экспериментальным дан-

ным: Fbrc=27.04 Н, FC=1.04 Н, b=10 Н/(м/с). 

Несовпадающие параметры: vbrk=0.005 м/с 

(для формулы (1)), vfc=0.1 м/с (для формулы 

(3)). Значение последнего параметра соот-

ветствовало локальному минимуму экспери-

ментального графика. 

На рис. 3,б приводятся графики соответ-

ствующих зависимостей относительных по-

грешностей значений полной силы трения, 

вычисленных по (1) и по (3), относительно 

экспериментальных данных. 

 
Рис. 3. Графики функций на основе известного (1) и предлагаемого (3) выражений,  

аппроксимирующие экспериментальную кривую Герси-Штрибека (а) и  

соответствующие им графики относительной погрешности (б) 
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Сравнительный анализ графиков двух 

функций, приведенных на рис. 3,б, показы-

вает, что относительная погрешность при 

аппроксимации по формуле (1) достигает 

значения 110 %, в то время как относитель-

ная погрешность при аппроксимации по 

формуле (3) не превышает 30,5 %. Средние 

значения относительных погрешностей в 

рассматриваемом диапазоне значений аргу-

мента составили 75.37 и 6.05 % при исполь-

зовании формул (1) и (3) соответственно.  

Сравнение двух функций полной силы 

трения, графики которых вычислялись по 

формулам (1) и (3), было произведено также 

на математической модели динамической 

системы вынужденных колебаний сосредо-

точенной массы на подвижном основании. 

Подобные модели используются, в частно-

сти, для описания вертикальных колебаний 

сиденья с оператором мобильной машины на 

виброзащитной подвеске [8].  

В используемой математической модели 

[8] было принято допущение о том, что пе-

ремещения подвижного основания в исполь-

зуемой динамической модели не зависят от 

колебаний виброзащищаемой массы. Пара-

метры модели в качестве примера принима-

ли следующие значения: масса m=200 кг, 

амплитуда вертикальных перемещений ос-

нования Amp =0.0695 м, период колебаний 

основания To=1.8212 с. Статическая силовая 

характеристика модели, используемая в ка-

честве примера, и состоящая из трех линей-

ных участков, приведена на рис. 4,а. Она вы-

ражалась системой из трех уравнений: 

 

 

 

1 1

1 1

1 1

4881.768 198.984 0.05 ;

902.09 0.05 0.05 ;

4881.76

при

0 при

при8 198.984 0.05 ,

F z z

F z z

F z z

    


     


   

(10) 

где 1 opz z z   – локальная координата виб-

розащищаемой массы на подвижном основа-

нии, относительно этого основания; z – вер-

тикальная координата виброзащищаемой 

массы в неподвижной системе координат 

(абсолютная координата);  sinmpop A wz t    

– координата основания в неподвижной сис-

теме координат; Amp – амплитуда заданных 

колебаний основания; 
2

o

w
T


  – угловая 

(круговая) частота заданных колебаний ос-

нования; To – период колебаний основания. 

Две сравниваемые характеристики пол-

ной силы трения приведены на рис. 4,б. Ис-

ходные параметры, совпадающие для фор-

мул (1) и (3), принимали одинаковые значе-

ния: Fbrc=148.205 Н, FC=85.88 Н, b=169.14 

Н/(м/с). Несовпадающие параметры: 

vbrk=0.059 м/с (для формулы (1)), vfc=0.1718 

м/с (для формулы (3)). 

Для моделирования вынужденных коле-

баний динамической виброзащитной систе-

мы методом Рунге-Кутты, находилось реше-

ние дифференциального уравнения: 

0tfF Fm z    , (12) 

где значения упругой силы виброзащитного 

механизма F и полной силы трения Ftf опре-

делялись по соответствующим приведенным 

выше характеристикам на основе текущих 

значений локальной координаты (деформа-

ции) виброзащитного механизма z1 и ее про-

изводной по времени 1 1v z , которые в свою 

очередь, зависят от текущих жестко задан-

ных значений перемещения основания zop и 

его производной. 

На рис. 4, в, для двух характеристик тре-

ния, приведенных на рис. 4,б, приведены 

временные зависимости абсолютной коор-

динаты массы в установившемся режиме ко-

лебаний (с 490 до 500 с времени моделиро-

вания). 

Амплитуда абсолютной координаты мас-

сы в неподвижной системе координат при 

использовании формулы (3) в рассматривае-

мом примере уменьшилась в 1.5 раза, с 

0.0676 м до 0.0444 м (рис. 4,в). 

 

5. Заключение 

 

Предложенное В.А. Коронатовым в [11], 

доработанное и дополненное авторами ана-

литическое выражение полной силы трения 

от скорости поступательного движения (ха-

рактеристика трения) позволяет приблизить 

форму получаемой кривой к характерному 

виду экспериментальных кривых характери-

стик трения на всем диапазоне изменения 

поступательной скорости. В сравнении с из-

вестным общепринятым выражением полной 

силы трения, используемым, в том числе, в 
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Рис. 4. Статическая силовая характеристика исследуемой виброзащитной системы (а),  

характеристики силы трения (б) и временные зависимости абсолютных координат массы (в) 

при использовании двух характеристик трения (примеры) 

 

весьма распространенном в нашей стране и 

за рубежом прикладном программном мате-

матическом пакете, предложенное выраже-

ние характеристики трения обеспечивает 

точное совпадение значений функции в точ-

ках локальных экстремумов с заданными 

значениями силы трения отрыва и силы тре-

ния Кулона. Экстремальные значения аргу-

мента скорости в предложенном выражении, 

в отличие от общепринятого, точно совпа-

дают с заданными. Для этого в явном виде 

получены обладающие новизной аналитиче-

ские формулы входящих в предложенное 

выражение полной силы трения независи-

мых параметров. Аргументы предложенной 

функции полной силы трения выражены че-

рез значения параметров, имеющих простой 

физический смысл: сил трения отрыва и Ку-

лона, а также скорости в точке локального 

минимума полной силы трения.  
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Использование предложенного выраже-

ния для аппроксимации полной силы трения 

дает значения последней, существенно отли-

чающиеся от полученных по известной об-

щепринятой формуле, при одинаковых зна-

чениях аргументов: сил трения отрыва и Ку-

лона, а также скорости в точке локального 

минимума. Средняя относительная погреш-

ность значений полной силы трения, вычис-

ленных по известной общепринятой форму-

ле, для рассматриваемых в качестве примера 

данных натурного эксперимента, получилась 

на порядок больше, чем средняя относитель-

ная погрешность при использовании пред-

ложенной формулы. 

Моделирование динамического процесса 

вынужденных поступательных колебаний 

массы сиденья оператора строительной ма-

шины на виброзащитной подвеске с задан-

ными характеристиками (статической сило-

вой и характеристикой трения), при исполь-

зовании двух формул характеристики трения 

(общепринятой и предложенной), подтвер-

дило, что возможны значительные расхож-

дения в получаемых результатах. Что гово-

рит о существенном влиянии вида характе-

ристики трения на характер движения, в ча-

стности, вынужденных колебаний динамиче-

ской системы. Амплитуда абсолютных зна-

чений координат массы в рассматриваемом 

примере уменьшилась в 1.5 раза. Необходи-

мо отметить, что подобные многократные 

расхождения в результатах динамического 

моделирования при использовании известно-

го и предложенного выражений полной силы 

трения, наблюдаются далеко не всегда, а 

лишь при определенных сочетаниях множе-

ства прочих параметров динамической сис-

темы. Но приведенный пример показывает, 

что вид и форма характеристики трения мо-

жет оказывать качественное влияние на ха-

рактер перемещений системы. 

Предложенное аналитическое выражение 

полной силы трения совместно с двумя дру-

гими, которые выражают параметры первого 

через силы трения отрыва и Кулона, а также 

скорость в точке локального минимума, мо-

жет быть использовано для аппроксимации 

экспериментально полученных кривых тре-

ния, при математическом описании и иссле-

довании динамических виброзащитных сис-

тем, таких как виброзащитные механизмы 

сидений операторов строительных и дорож-

ных машин. 
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