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Аннотация. Строительство автомобильных дорог 

– это сложный, многоэтапный процесс. Большин-

ство работ при строительстве выполняются по 

проектам сооружений и к качеству выполнения 

предъявляются достаточно высокие требования. 

Выполнение данных требований сопряжено с боль-

шими трудностями в виду ограниченной точности 

самой дорожно-строительной машины, отсутст-

вия бортовых систем контроля и ограниченных 

возможностей человека-оператора, который не в 

состоянии «на глаз» определить требуемые точно-

стные параметры возводимого сооружения. Для 

обеспечения предъявляемых требований использу-

ются трехмерные системы управления, которые 

позволяют определить три координаты рабочего 

органа машины – вертикальную координату и рас-

положение машины на строительной площадке. 

При этом основой должен выступать цифровой 

проект возводимого сооружения. Система опреде-

ляет текущее положение и сравнивает его с проек-

том. На основании этой информации формируется 

управляющее воздействие на рабочий орган маши-

ны. Курс движения и скорость машины при исполь-

зовании подобных систем определяются операто-

ром машины. Дальнейшим развитием данных сис-

тем должны стать четырехмерные системы – в 

которых на систему управления возлагаются все 

управляющие воздействия, начиная от расчета 

траектории движения машины, выбора скорости, 

определения необходимого числа проходов и закан-

чивая управлением положением рабочего органа 

машины в каждый момент времени. Для функцио-

нирования данных систем необходимы адекватные 

математические модели процессов поворота до-

рожно-строительных машин с различными вариан-

тами рулевого управления. 
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Abstract. The construction of highways is a complex, 

multi-stage process. Most of the construction works are 

carried out according to the projects of structures and 

quite high requirements are imposed on the quality of 

execution. The fulfillment of these requirements is asso-

ciated with great difficulties in view of the limited accu-

racy of the road construction machine itself, the lack of 

on-board control systems and the limited capabilities of 

the human operator, who is unable to determine the re-

quired exact parameters of the structure being built "by 

eye". To meet the requirements, three-dimensional con-

trol systems are used, which allow determining 3 coor-

dinates of the working order of the machine – the verti-

cal coordinate and the location of the machine on the 

construction site. At the same time, the digital project of 

the constructed structure should be the setter in such a 

system. The system determines the current position and 

compares it with the project. On the basis of this infor-

mation, a control effect on the operating organ of the 

machine is formed. The course of movement and the 

speed of the machine when using such systems are de-

termined by the machine operator. Further development 

of these systems should be four-dimensional systems – in 

which all control actions are assigned to the control 

system, starting from calculating the trajectory of the 

machine, choosing the speed, determining the required 

number of passes and ending with controlling the posi-

tion of the working body of the machine at each moment 

of time. For the functioning of these systems, adequate 

mathematical models of the turning processes of road 

construction machines with different steering options 

are necessary. 
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1. Введение 

 

Для создания беспилотных, роботизиро-

ванных дорожно-строительных машин необ-

ходимо располагать уравнениями кинемати-

ки и динамики криволинейного движения. В 

научной литературе многими авторами с раз-

личными допущениями приводятся уравне-

ния поворота и криволинейного движения 

колесных дорожно-строительных машин [1, 

4, 5, 7, 10]. 

Все известные колесные дорожно-

строительные машины можно разбить на 3 

типа рулевого управления: с поворотными 

колесами (передними или задними), с шар-

нирно-сочлененной рамой и с шарнирно-

сочлененной рамой и поворотными колесами 

[1, 3, 6, 8, 9]. 

В данной работе представлено математи-

ческое описание процесса поворота колес-

ных дорожно-строительных машин с перед-

ними управляемыми колесами, шарнирно-

сочлененной рамой, шарнирно-сочлененной 

рамой и передними управляемыми колесами. 

Представлены математические модели про-

цесса поворота в обозначениях MATLAB 

Simulink, приведены некоторые примеры 

расчетов по математическим моделям, в ча-

стности движение машины по кругу. Про-

анализированы уравнения разницы радиусов 

поворота передней и задней осей дорожно-

строительных машин, которая существенно 

влияет на ширину габаритного коридора, да-

ны соотношения параметров, позволяющие 

обеспечить движение передних и задних ко-

лес по одной колее. 

При составлении математических моде-

лей были приняты допущения: буксование 

колес не учитывается, люфты в шарнирах 

отсутствуют, рассматриваются траектории 

движения средних точек передней и задней 

осей, балансирные тележки отсутствуют. 

 

2. Дорожно-строительная машина с 

 передними поворотными колесами 

 

Траектория движения – это линия в про-

странстве (в данном случае на плоскости), по 

которой движется тело. Траектория движе-

ния дорожно-строительной машины в правой 

прямоугольной системе координат с перед-

ними поворотными колесами определяется 

одним конструктивным параметром (длина 

базы машины L), одним технологическим 

параметром (угол поворота передних управ-

ляемых колес αК) и тремя начальными усло-

виями движения (γ0, x0, z0) – начальными ус-

ловиями интегрирования. 

На рис. 1 представлена плоская расчетная 

схема поворота дорожно-строительной ма-

шины с передними поворотными колесами. 

Поворот рассмотрен в плоскости OXZ. Ра-

диусы поворота RП, RЗ перпендикулярны 

плоскостям вращения колес, соответственно 

передним и задним, и пересекаются в точке 

ОП (центр поворота). Угол между RП и RЗ ра-

вен углу поворота передних колес αК. Вектор 

скорости центральной точки заднего моста 

V  направлен вдоль продольной оси машины. 

При повороте дорожно-строительной 

машины с передними поворотными колеса-

ми (рис. 1) элементарное перемещение dS 

центральной точки заднего моста OЗ можно 

определить по формуле: 

dRdS З , (1) 

где RЗ – радиус поворота центральной точки 

заднего моста; γ – угол поворота продольной 

оси дорожно-строительной машины относи-

тельно оси OX, откуда 

dRdtV З ; (2) 

ЗR

V

dt

d



 ; (3) 

0

0

  
t

dt . (4) 

mailto:suharev_ry@mail.ru
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Следовательно, угловая скорость поворо-

та рамы дорожно-строительной машины 

прямо пропорциональна скорости и обратно 

пропорциональна радиусу поворота заднего 

моста. 

 

 
Рис. 1. Плоская расчетная схема поворота дорожно-строительной машины  

с передними поворотными колесами 

 

Радиусы поворота дорожно-строительной 

машины с передними поворотными колеса-

ми можно определить по формулам [1, 4, 5, 

10]: 

K

З
tg

L
R


 ; (5) 

K

П

L
R

sin
 , (6) 

где RП – радиус поворота центра передней 

оси дорожно-строительной машины. 

Необходимо отметить, что радиусы пово-

рота дорожно-строительной машины не за-

висят от скорости движения машины V и 

пропорциональны длине базы L. С увеличе-

нием αК радиусы поворота уменьшаются [2]. 

Передняя ось машины движется по 

большему радиусу RП > RЗ. Это увеличивает 

габаритный коридор при криволинейном 

движении машины. Отношение радиусов по-

ворота [10] 

1
cos

1


KЗ

П

R

R


. (7) 

С увеличением αК отношение радиусов 

поворота увеличивается. При αК = 0 (прямо-

линейное движение) передние и задние ко-
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леса идут по одной колее. Необходимо отме-

тить, что отношение радиусов поворота оп-

ределяется только одним параметром – уг-

лом поворота передних колес αК и не зависит 

ни от длины базы машины L, ни от скорости 

движения машины V. 

Разность радиусов поворота существенно 

влияет на ширину габаритного коридора [2, 

5, 10] 

2
tg

sin

cos1 K

K

K
ЗП LLRRR









 , (8) 

и определяется двумя параметрами: длиной 

базы машины L и углом поворота передних 

колес αК, как видно из рис. 2. 

Подставив формулу (5) в формулу (3) по-

лучаем 

К
L

V

dt

d



 tg ; (9) 

0

0

  
t

dt . (10) 

 

 
Рис. 2. Зависимость разности радиусов 

 ΔR от угла поворота передних колес  

αК для различных длин базы L 

 

Следовательно, угловая скорость поворо-

та рамы дорожно-строительной машины 

прямо пропорциональна скорости машины, 

тагенсу угла поворота передних колес и об-

ратно пропорциональна длине базы машины. 

 

 

 
Рис. 3. Структурная схема математической модели поворота дорожно-строительной машины  

с передними поворотными колесами в обозначениях MATLAB Simulink 

 

Вектор скорости центральной точки зад-

него моста можно разложить на проекцию 

скорости по оси Z: 

sinVVZ  . (11) 

или  

sinV
dt

dz
z  ; (12) 

0

0

zdtzz
t

   . (13) 

и по оси X: 

cosVVX  . (14) 

или  

cosV
dt

dx
x  ; (15) 

0

0

xdtxx
t

   . (16) 

Совокупность формул (9) – (16) можно 

представить в виде структурной схемы ма-
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тематической модели движения дорожно-

строительной машины с передними пово-

ротными колесами (рис. 3). 

 

 
Рис. 4. Примеры расчетов по математической 

модели дорожно-строительной машины  

с передними поворотными колесами  

при начальных значениях 

 z0 = 0; x0 = 0; γ0 =0°, 5°, 30° 

 

На рис. 4 приведены примеры расчетов 

по математической модели (рис. 3) для усло-

вий: L = 5 м, V = 5 м/с, αК = 5°. Время моде-

лирования – 70 с. Графики траекторий соот-

ветствуют разным углам начальной ориента-

ции дорожно-строительной машины γ0 (0°, 

5°, 30°). 

 

3. Дорожно-строительная машина 

 с шарнирно-сочлененной рамой 

 

На рис. 5 представлена плоская расчетная 

схема поворота дорожно-строительной ма-

шины с шарнирно-сочлененной рамой. При 

рассмотрении поворота дорожно-строитель-

ной машины с шарнирно-сочлененной рамой 

будут справедливы формулы (1) – (3). 

Радиусы поворота центров осей дорожно-

строительной машины с шарнирно-сочле-

ненной рамой можно определить по форму-

лам [1, 4, 5]: 

Р

Р
З

LL
R





sin

cos 12 
 ; (17) 

Р

Р
П

LL
R





sin

cos 21 
 , (18) 

где L1 – длина передней полурамы; L2 – дли-

на задней полурамы; αР – угол складывания 

полурам. 

Разность радиусов поворота дорожно-

строительной машины с шарнирно-сочле-

ненной рамой может быть найдена по фор-

муле [2, 5] 

 
2

tg12
Р

ЗП LLRRR


  (19) 

и определяется тремя параметрами: разницей  

длин полурам машины и углом складывания 

полурам αР. 

Подставив формулу (17) в формулу (3) 

получим 

12 cos

sin

LL

V

dt

d

Р

Р









 ; (20) 

0

0

  
t

dt . (21) 

Вектор скорости центральной точки зад-

него моста можно разложить на проекции 

скорости по осям Z и X по формулам (11) – 

(16). 

Совокупность формул (20) – (21), (11) – 

(16) можно представить в виде структурной 

схемы математической модели движения до-

рожно-строительной машины с шарнирно-

сочлененной рамой (рис. 6). 
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Рис. 5. Плоская расчетная схема поворота дорожно-строительной машины  

с шарнирно-сочлененной рамой 

 

 
Рис. 6. Структурная схема математической модели поворота дорожно-строительной  

машины с шарнирно-сочлененной рамой в обозначениях MATLAB Simulink 
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Рис. 7. Примеры расчетов по математической 

модели дорожно-строительной машины с 

шарнирно-сочлененной рамой при началь-

ных значениях z0 = 0; x0 = 0; γ0 =0°, 5°, 30° 

 

На рис. 7 приведены пример расчета по 

математической модели (рис. 6) для условий: 

L1 = 5 м, L2 = 2 м, V = 5 м/с, αР = 5°. Время 

моделирования – 80 с. Графики траекторий 

соответствуют разным углам начальной ори-

ентации дорожно-строительной машины γ0 

(0°, 5°, 30°). 

 

4. Дорожно-строительная машина  

с шарнирно-сочлененной рамой и  

передними поворотными колесами 

 

На рис. 8 представлена плоская расчетная 

схема дорожно-строительной машины с 

шарнирно-сочлененной рамой и передними 

поворотными колесами. При рассмотрении 

поворота дорожно-строительной машины с 

шарнирно-сочлененной рамой и передними 

поворотными колесами будут справедливы 

формулы (1) – (3). 

 
Рис. 8. Плоская расчетная схема поворота дорожно-строительной машины  

с шарнирно-сочлененной рамой и передними поворотными колесами 
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Рис. 9. Структурная схема математической модели поворота дорожно-строительной машины 

с шарнирно-сочлененной рамой и передними поворотными колесами в обозначениях 

MATLAB Simulink 

 

Радиусы поворота центров осей до-

рожно-строительной машины с шарнирно-

сочлененной рамой и передними поворот-

ными колесами можно определить по фор-

мулам [1, 4, 5, 10]: 

 
 KP

KKP
З

LL
R










sin

coscos 12 ; (22) 

 KP

Р
П

LL
R










sin

cos12 . (23) 

Подставив формулу (22) в формулу (3) 

получим 

 

  KKP

KP

LL

V

dt

d






coscos

sin

12 


 ; (24) 

0

0

  
t

dt . (25) 

Вектор скорости центральной точки задне-

го моста можно разложить на проекции скоро-

сти по осям Z и X по формулам (11) – (16). 

Совокупность формул (24) – (25), (11) – 

(16) можно представить в виде структурной 

схемы математической модели движения до-

рожно-строительной машины с шарнирно-

сочлененной рамой и передними поворот-

ными колесами (рис. 9). 

На рис. 10 приведены пример расчета по 

математической модели (рис. 9) для условий: 

L1=5 м, L2 = 2 м, V = 5 м/с, αР = 5°, αК = 10°. 

Время моделирования – 30 с. Графики траек-

торий соответствуют разным углам началь-

ной ориентации дорожно-строительной ма-

шины γ0 (0°, 5°, 30°). 

 

 
Рис. 10. Примеры расчетов по математиче-

ской модели дорожно-строительной машины 

с шарнирно-сочлененной рамой и передними 

поворотными колесами при начальных  

значениях z0 = 0; x0 = 0; γ0 =0°, 5°, 30° 

 

Формулы (22) и (23) являются универ-

сальными для дорожно-строительной маши-

ны с любым типом рулевого управления. 

Для получения формул (17) и (18) достаточ-

но принять угол поворота колес αК равным 

нулю, а для получения формул (5) и (6) к ну-
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лю необходимо приравнять αР и вместо L1 и 

L2 подставить их сумму L. 

 

5. Движение осей дорожно-строительной 

машины по одной траектории 

 

При повороте колесной дорожно-строи-

тельной машины часто возникает необходи-

мость движения передней и задней оси по 

одной траектории, это значит, что радиусы 

поворота центров передней и задней осей 

должны быть равны [1, 10]. В случае дорож-

но-строительной машины с передними 

управляемыми колесами это возможно толь-

ко в одном случае: 

KK tg

LL




sin
; (26) 

1cos K ; (27) 

0K , (28) 

т.е. при прямолинейном движении. 

В случае дорожно-строительной машины 

с шарнирно-сочлененной рамой это достига-

ется в двух случаях: 

Р

Р

Р

Р LLLL









sin

cos

sin

cos 1221 



; (29) 

2211 coscos LLLL РР   ; (30) 

   01cos21  РLL  , (31) 

либо при равенстве длин полурам L1 = L2, 

либо при прямолинейном движении αР = 0. 

Для обеспечения движения колес по од-

ной траектории дорожно-строительной ма-

шины с шарнирно-сочлененной рамой и пе-

редними управляемыми колесами необходи-

мо обеспечить равенство формул (16) и (17): 

 

 
 KP

KKP

KP

Р

LL

LL



















sin

coscos

sin

cos

12

12

. (32) 

Учитывая, что длина базы машины  

L = L1 + L2, и введя понятие коэффициента 

базы Kб = L1/L, получим: 

2/tg

2/tg
12

Р

K
бK




  (33) 

или выразив из этой формулы αК, получим 

  2/tg12arctg2 РбK K   . (34) 

Проварьировав значения Kб от 0 до 1, а 

значения αР от 0° до 30°, получаем график 

рис. 11. 

 

 
Рис. 11. Зависимость угла поворота передних 

колес от угла складывания полурам при  

разных значениях коэффициента базы  

для случая движения обеих осей  

по одной траектории 

 

На графике (рис. 11) положительное зна-

чение αК соответствует повороту передних 

колес налево, а отрицательное – направо. 

Таким образом, при коэффициентах базы 

от 0,5 до 1, для движения передней и задней 

осей по одной траектории, передние колеса 

необходимо доворачивать в ту же сторону, 

что и раму дорожно-строительной машины, а 

при коэффициентах базы от 0 до 0,5 – в про-

тивоположную. 

Зависимости, представленные на рис. 10, 

можно аппроксимировать с высокой точно-

стью ( 99,02 R ) формулой: 

  PбK K  12  . (35) 

Формула (35) отражает зависимость угла 

поворота передних колес от угла складыва-

ния полурам и коэффициента базы дорожно-

строительной машины для случая движения 

передней и задней оси по одной траектории. 

 

Выводы 

 

В результате проведенных исследований 

получены математические модели процессов 

поворота колесных дорожно-строительных 
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машин с различными типами рулевого 

управления, которые позволят проводить 

теоретические исследования алгоритмов 

управления дорожно-строительных машин. 

Выведена формула, отражающая зависи-

мость угла поворота передних колес от угла 

складывания полурам для движения осей до-

рожно-строительной машины с шарнирно-

сочленной рамой и передними поворотными 

колесами по одной траектории. 

Получены формулы вычисления габарит-

ного коридора для дорожно-строительных 

машин с различными типами рулевого 

управления. 
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