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Аннотация. В процессе выполнения технологиче-
ской операции на рабочем органе дорожной фрезы 
возникают резко переменные случайные нагрузки. 
Это связано с периодическим характером взаимо-
действия режущих элементов с обрабатываемым 
материалом и случайным характером условий и 
режимов работы фрезерующего агрегата. В ста-
тье предложена модель формирования момента 
сопротивления на фрезе. Представлен случай, когда 
она состоит из участков, каждый из которых име-
ет несколько плоскостей резания с различным чис-
лом ножей в плоскости. Предложено рассматри-
вать нагрузку в виде последовательности импуль-
сов, имеющих сложную структуру и случайные па-
раметры. Получены выражения, позволяющие на 
стадии проектирования рассчитывать математи-
ческое ожидание и спектральную плотность мо-
мента на рабочем органе с учетом его конструк-
ции, угловой скорости, случайной изменчивости фи-
зико-механических свойств обрабатываемой среды, 
глубинны фрезерования. Вероятностные характе-
ристики нагрузок на фрезе служат исходной ин-
формацией для динамического анализа системы 
привода и конструкции агрегата, его прочностного 
анализа, выбора оптимальных параметров и режи-
мов работы, расчета показателей надежности и 
технико-экономических показателей с учетом ди-
намических свойств двигателя. 
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Abstract. In the process of performing a technological 
operation on the working body of the road mill sharply 
variable random loads occur. This is due to the periodic 
nature of the interaction of the cutting elements with the 
material being processed and the random nature of the 
change in the milling depth, the physical and 
mechanical properties of the medium being processed, 
as well as the operating modes. The article proposes a 
model of formation of the moment of resistance on the 
mill during interaction with the processed material. The 
case when the working body consists of several sections, 
each of which has several cutting planes, with a 
different number of knives in the plane, is considered. 
Factors that determine the nature of the load, such as 
the frequency of interaction of the cutting elements with 
the processed material and the randomness of the 
operating conditions of the unit, lead to their 
presentation as a sequence of pulses with random 
parameters. Expressions are obtained in the article that 
allow calculating the mathematical expectation and 
spectral density of the moment on the working body at 
the design stage, taking into account the operating 
modes, its design, the physico-mechanical properties of 
the milled material and their probabilistic 
characteristics.   The probabilistic characteristics of the 
loads on the mill serve as initial information for the 
dynamic analysis of the drive system and the design of 
the unit, its strength analysis, and the selection of 
optimal parameters and operating modes. 
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Рис.1. Схема рабочего органа фрезерного типа: 
1 – режущие элементы левой и правой торцевых зон фрезерования; 2 – режущие 
элементы зон фрезерования и транспортирования материала; 3 – забрасывающая 

лопатка 
 

1. Введение 
 

В настоящее время при строительстве и 
ремонте дорожной сети широкое примене-
ние нашли машины с рабочими органами 
фрезерного типа [1-5]. Они обладают высо-
кой производительностью, позволяют сокра-
тить число технологических операций, дают 
возможность обеспечить их комплексную 
механизацию, достичь высокого качества 
работ [4, 5]. 

Типы, основные параметры, требования 
эргономики, безопасности самоходных до-
рожных фрез представлены в ГОСТ 31556-

2012 «Фрезы дорожные холодные самоход-
ные. Общие технические условия». 

В зависимости от функциональных тре-
бований применяются несколько типов фре-
зерных барабанов: стандартные, грубые, 
точные и сверхточные, которые отличаются 
конструкцией, схемой расположения, коли-
чеством режущих элементов и режимами ра-
боты [4-6].  

Рабочий орган (рис. 1) осуществляет фре-
зерование и перемещение материала в зону 
лопаток, которые забрасывают его на кон-
вейер или в зону принудительного смешива-
ния [6].  
 

 

Соответственно, рабочий орган условно 
можно разделить на левую и правую торце-
вые зоны фрезерования (зоны внешнего ре-
жущего кольца), задача которой – формиро-
вание плоской направленной кромки. И на 
зону фрезерования и транспортирования ма-

териала, которое обеспечивается за счет спи-
ральной установки ножей, а также централь-
ную зону фрезерования и погрузки материа-
ла, имеющую помимо режущих элементов 
забрасывающие лопатки [4-6].  
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В процессе выполнения технологической 
операции на рабочем органе возникают рез-
ко переменные случайные нагрузки. Это свя-
зано с периодическим характером взаимо-
действия режущих элементов с обрабаты-
ваемым материалом и случайным характе-
ром изменения  глубины фрезерования, фи-
зико-механических свойств обрабатываемой 
среды, а так же режимов работы. Это приво-
дит к значительным динамическим нагруз-
кам в элементах привода и конструкции аг-
регата, к ухудшению технико-экономичес-
ких показателей его работы.  

Дальнейшее развитие и интенсификация 
производственных процессов требует созда-
ния высокопроизводительных и надёжных 
машин, что связано с решением ряда задач, 
одной из которых является разработка эф-
фективных методов проектирования и расчё-
та [1]. Точность их определяется тем, на-
сколько величина и характер силовых фак-
торов, действующих в элементах конструк-
ции, принимаемых при прочностном анали-
зе, соответствуют действительным [1, 7].  

  Статья посвящена разработке моделей 
формирования момента сопротивления на 
рабочем органе дорожной фрезы и аналити-
ческих методов его анализа с учетом случай-
ного характера нагружения. 

 
2. Моделирование момента сопротивления 

на рабочем органе дорожной фрезы 
 
Выделим на рабочем органе I участков с 

одинаковым количество ножей в плоскости 
резания iz  и с одинаковым радиусом по кон-
цам режущих элементов iR .  

Например, для схемы фрезы, представ-
ленной на рис. 1 имеется три участка (I =3): 

 первый – содержащий режущие эле-
менты левой торцевой зоны ( 1z = 4);  

 второй – резцы зон фрезерования и 
транспортирования материала ( 2z = 2);  

 третий – правой торцевой зоны ( 3z = 4).  
В плоскости резания ножи расположены 

равномерно. Угол между соседними режу-
щими элементами в одной плоскости реза-
ния Ti . Угол сдвига между ножами в m-й 

плоскости резания и началом отсчета для i-го 
участка mi . Угол контакта ножа с обраба-
тываемой средой ki .  

Забрасывающие лопатки расположены 
равномерно по окружности фрезы. Угол ме-
жду соседними лопатками TL . Сдвиг лопа-
ток относительно начальной точки отсчета 

L . Угол контакта лопатки с материалом L  
Начальная точка отсчета одинакова для 

режущих элементов всех участков и для за-
брасывающих лопаток. Угловая скорость 
вращения фрезы ф , скорость перемещения 
агрегата W.  

Общий момент сопротивления при вы-
полнении технологической операции равен 

        
1

I

Ci L
i

M t M t M t


  ,             (1) 

где  CiM t ,  LM t  – соответственно, момен-
ты сопротивления на рабочем органе при 
взаимодействии режущих элементов, распо-
ложенных на i-м участке и при взаимодейст-
вии забрасывающих лопаток со сфрезеро-
ванным материалом. 

Учитывая периодичность контакта ре-
жущих элементов с обрабатываемым мате-
риалом и случайный характер параметров, 
определяющих условия работы агрегата, об-
щий момент сопротивления на режущих 
элементах i-го участка может быть представ-
лен в виде последовательности импульсов со 
случайными параметрами (рис. 2):  

             0
1

;
iM

Сi C i mni mni
m n

M t M t t P


 

  ,    (2) 

где iM  – число плоскостей резания на i-м 
участке; n – номер импульса нагружения на 
m-й плоскости резания i-го участка рабочего 
органа;  0 ;C i mniM t P – функция, описываю-
щая изменение момента сопротивления на 
одиночном режущем элементе в пределах 
угла контакта с обрабатываемой средой на 
m-й плоскости резания для i-го участка; mnit – 
момент возникновения n-го импульса на-
грузки на m-й плоскости резания i-го участ-
ка; mniP – случайные параметры n-го импуль-
са на m-й плоскости резания i-го участка. 
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  Рис.2. Модель формирования момента сопротивления на i-м участке рабочего 

органа при взаимодействии режущих элементов с обрабатываемой средой 
 

   

Параметры импульсов нагружения слу-
чайны и определяются характером измене-
ния физико-механических свойств обраба-
тываемого материала, глубины фрезерова-
ния, угловой скорости вращения рабочего 
органа, изменчивостью толщины стружки 
из-за неравномерности движения агрегата и 
многими другими факторами.  

Вариация глубины фрезерования и соот-
ветственно угла контакта ножа с обрабаты-
ваемым материалом ki  зависит от измене-
ния профиля поверхности и схемы подвески 
фрезы, а также от перемещений, вызванных 
воздействием сил резания и силами, связан-
ными с ее неуравновешенностью. Эти фак-
торы наряду с колебаниями угловой скоро-
сти вращения ф  приводят к случайному 
характеру изменения длительности импуль-
сов i ki ф    , периода их повторности на 
одиночной плоскости резания i Ti фT    и 
сдвига по времени между импульсами нагру-
зок на m-ой плоскостью резания и начальной 
точкой отсчета mi mi фt    .  

Момент сопротивления на рабочем орга-
не при взаимодействии забрасывающих ло-
паток с материалом представляет собой пе-
риодический процесс со случайными пара-
метрами (рис. 3)  

           

   0 ;L L L L Ln
n

M t M t nT t P




   ,    (3) 

где  0 ;L LnM t P – функция, описывающая мо-
мент сопротивления на одиночной забрасы-
вающей лопатке; L TL фT    – период по-
вторности импульсов нагрузки; L L фt    – 
сдвиг по времени между импульсами нагру-
зок от взаимодействия забрасывающих лопа-
ток с материалом и начальной точкой отсче-
та; LnP – случайные параметры импульсов 
нагрузок.  

Случайными являются амплитуда им-
пульсов нагрузки, связанная со случайным 
объемом захватываемого материала лопат-
кой, изменением его плотности, а так же ко-
личеством материала подаваемого на нее, 
зависящее от изменения глубины фрезерова-
ния. Вариация длительности импульсов и их 
периода повторности зависит от изменения 
угловой скорости вращения фрезы. 

Случайный характер нагрузок для анали-
за требует применения теории случайных 
функций [7-11]. Известно, что для полного 
их описания необходимо знать многомер-
ные, в общем случае зависимые от времени 
плотности распределения [9, 10]. На практи-
ке, как правило, ограничиваются рассмотре-
нием математического ожидания, дисперсии 
и спектральной плотности процесса.  На  ос- 
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Рис.3. Модель формирования момента сопротивления  на фрезе 

при взаимодействии забрасывающих лопаток с материалом 
 
новании которых, используя методы стати-
стической динамики механических систем 
[7, 8], можно рассчитать вероятностные ха-
рактеристики силовых факторов, действую-
щих в элементах конструкции дорожной 
фрезы и получить исходную информацию 
для ее прочностного анализа и выбора опти-
мальных параметров и режимов работы. 

 
3. Определение математического 

ожидания момента сопротивления 
на рабочем органе 

 
Математическое ожидание суммарного 

момента сопротивления на рабочем органе с 
учетом (1) равно:  

            1 1 1
1

I

Ci L
i

m M t m M t m M t


  , 

где  1m – знак усреднения;   1 Cim M t , 

  1 Lm M t  – соответственно, математиче-
ские ожидания моментов сопротивления для 
режущих элементов на i-м участке фрезы и 
при взаимодействии забрасывающих лопаток 
с материалом. 

При определении математических ожи-
даний составляющих момента воспользуемся 
выражением [9]: 

         1 1
1 exp
2

k
nm M t m Z j t d





   
  , (4)   

где  1m  – знак усреднения;  kZ j  – 
спектр k-ой реализации случайного процесса 
(в дальнейшем в выражениях индекс k опус-
каем) 

                      expk k
n nZ M t j t dt





   .  

Рассмотрим определение математическо-
го ожидания  CiM t  на рабочем органе при 
взаимодействии режущих элементов, распо-
ложенных на i-м участке с обрабатываемым 
материалом. Для учета влияния случайного 
характера изменения угловой скорости вос-
пользуемся методом рандомизации [10]. В 
начале, определим математическое ожидание 
момента, считая величину угловой скорости 
фиксированной. 

Для случая, когда параметры импульсов и 
угловая скорость изменяются достаточно 
плавно за время, равное длительности не-
скольких импульсов, то есть в пределах оди-
ночного импульса параметры можно считать 
постоянными, используя свойства преобра-
зования Фурье для спектра момента (2) по-
лучим: 

                         0
1

; ; ; exp exp
iM N

Mi ф C i ф mni mi Ti
m n N ф ф

Z j S j P j j n
 

    
                  

  ,            (5)     

где  0 ; ;C i ф mniS j P  – спектр одиночного импульса нагружения на режущем элементе i-го 
участка 

                                              0 0
0

; ; ; exp
ki ф

C i ф mni C i ф mniS j P M t P j t dt
 

      .   

Подставляя (5) в (4) имеем: 
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                        1 1 0
1

1; ; exp
2

iM

Ci ф C i mni mi
m n ф

m M t m S P j
 

 

 
         

   

                                           exp expTi
ф

j j d
 

       
.  

Учитывая, что при N   [9, 10]: 

                           
2

lim exp 2
N

ф фTi

N n N rф Ti Ti

jn r



 

    
             

  ,  

где δ(ω) – дельта-функция [9, 10]; 0; 1; 2;...r    , получим 

                                       1 1 0
1

1; ; exp
2

iM
mi

Ci ф C i i
m ф

m M t m S P j




 
         

   

                                               
2

2 expф ф

rTi Ti

r j d




  
        

 . 

При выводе выражения для математиче-
ского ожидания принято, что вероятностные 
характеристики параметров импульсной по-
следовательности не зависят от номера им-
пульса и номера плоскости резания (стацио-
нарные свойства случайных параметров им-
пульсов в случае стационарного характера 
изменения физико-механических свойств 
фрезеруемого материала и глубины фрезеро-
вания). Используя фильтрующее свойство 
дельта-функции [9, 10], для   1 ;ci фm M t   

запишем: 

  1 1 0

2
; ;ф ф

ci ф C i i
rTi Ti

r
m M t m S P





             
   

        
1

2 2exp exp
M

mi
m Ti Ti

r rj j


    
          
 .    (6) 

Выражение (6) представляет собой раз-
ложение усредненной периодической функ-
ции  ;ci фM t  в ряд Фурье в комплексной 
форме. Математическое ожидание нагрузки 
на рабочем органе является периодической 
функцией времени, что отражает ее не-
стационарный характер. В свою очередь, 
процесс является стационарным при значе-
ниях времени t nT , то есть относится к ти-
пу периодически стационарных [10].  

Значение  1m в (6) определится через 
совместное распределение параметров им-
пульсного процесса: 

         1 0 0; ... ;C i i C i i i im S P S P W P dP




     , 

где  iW P  – совместное распределение па-
раметров. 

Окончательно необходимо усреднить (6) 
по угловой скорости 

          1 1
0

;ci ci ф ф ф фm M t m M t W d


    , 

где  фW   – плотность распределения угло-
вой скорости вращения фрезы. 

Учитывая периодический характер мате-
матического ожидания, удобнее использо-
вать ее усредненное значение: 

             
2

1
2

1lim
T

MCi CiT
T

m m M t dt
T







  ,  

где T  – интервал времени, на котором рас-
сматривается случайная функция. 

 С учетом (6), получим: 

               1 0
0

i
i

MCi C i
i

Mm m M t dt
T

    
  
 ,  

где  i , iT   – средние длительность период 
повторности импульсов нагрузки. 

Аналогично из (4) может быть получено 
выражение для математического ожидания 
момента сопротивления  LM t  на рабочем 
органе при взаимодействии забрасывающих 
лопаток со сфрезерованным материалом. 

Используя свойства преобразования Фу-
рье для спектра момента (3) имеем: 
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                              0; ; ; exp exp
N

L ф L ф Ln L TL
n N ф ф

Z j S j P j j n


    
                  

 ,                (7)       

где  0 ; ;L ф LnS j P   – спектр одиночного им-
пульса нагружения на забрасывающей лопатке 

     0 0
0

; ; ; exp
L ф

L ф Ln L ф LnS j P M t P j t dt
 

      .   

Подставляя (7) в (4) после преобразова-
ний получим: 

    1 1 0

2
; ;ф ф

L ф L L
TL TL

r
m M t m S P

             
  

          2 2exp expL
TL TL

r rj j
    

          
.      (8)          

Значение  1m равно: 

         1 0 0; ... ;L L L L Lm S P S P W P dP




    ,  

где  LnW P  – совместное распределение па-
раметров. 

Усредняя (8) по угловой скорости 

          1 1
0

;L L ф ф ф фm M t m M t W d


    . 

Математическое ожидания момента: 

                    1 0
0

1 L

L L
L

m m M t dt
T

    
  
 ,  

где L , LT  – средние длительность период 
повторности импульсов нагрузки. 

 
4. Определение спектральной 

плотности момента сопротивления 
на рабочем органе 

 
Спектральная плотность момента сопро-

тивления на рабочем органе при выполнении 
технологической операции с учетом его со-
ставляющих (1) и статистической независи-
мости нагрузок на режущих элементах и за-
брасывающих лопатках, может быть опреде-
лена с помощью выражения  

              
1

I I I

Ci ik L
i i k

i k

S S S S




        , 

где  CiS  ,  ikS   – соответственно, спек-
тральная плотность момента сопротивления 
на i-м участке рабочего органа и взаимные 
спектральные плотности соответствующих 
моментов;  LS   – спектральная плотность 
момента при взаимодействии забрасываю-
щих лопаток с материалом. 

  Если составляющие момента сопротив-
ления можно считать статистически незави-
симыми, то спектральная плотность равна: 

                     
1

I

Ci L
i

S S S


     . 

Для определения спектральных плотно-
стей воспользуемся понятием энергетиче-
ского спектра случайного импульсного про-
цесса [9] 

        
    2

1
2lim

2 1
k

N
F m Z j

N T
  


,   (9) 

где N – число рассматриваемых импульсов; T 
– средний период повторности импульсов.  

Энергетический спектр связан со спек-
тральной плотностью  S   соотношением [9] 

                       22F S m       , 
где  m – математическое ожидание случайно-
го процесса.  

Дисперсия стационарной случайной 
функции равна [9] 

                      21
2

D F d m




  
  . 

Рассмотрим определение спектральной 
плотности момента сопротивления при 
взаимодействии режущих элементов, распо-
ложенных на i-м участке рабочего органа. 

Из (5) получим выражение для квадрата 
модуля спектра 
 

                                   2

0 0
1 1

; ; ; ; ;
i iM M N N

Mi ф C i ф mni C i ф lsi
m l n N s N

Z j S j P S j P

   

            

                                            exp expmi li Ti
ф ф

j j n s
    

                
, 
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где знаком «*» обозначена комплексно-
сопряженная величина.               

Подставляя данное выражение в (9), вы-
деляя члены при n s , n s , m l , m l  и 
ограничиваясь случаем стационарного ха-
рактера распределения условий работа агре-

гата, когда вероятностные характеристики 
параметров не зависят от временного поло-
жения импульсов, а только от их взаимного 
расположения, p n s  , преобразуя, и учи-
тывая, что [9] 

                     

   
2 21lim exp 1

2 1

N N
ф ф

TiN n N s N rф Ti Ti
n s

r
j n s

N




  


     
               

   , 

получим выражение для энергетического спектра момента при постоянной угловой скорости фрезы: 

                         2 2
1 2

2 2
1 1

; ; ; ;2
2 2

Q Q
M i ф M i фi i

Mi q q
q qi q q

m m

F P F PM MF D D
T P P 
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q s m lq s фm

F P
K j

P P  
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                                           2
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1 2
1

; ;1; ;
2

Q
M i ф

M i ф q q
q q m

F P
F m D

P

    
      

    
  

                                   
1 1

2 2
exp

i iM M
ф ф

mi li
m l rф Ti Ti

r
j



  

     
                 
  ,                         (10) 

  где введены следующие обозначения: 

                                                          2

1 0; ; ; ;M i ф C i фF P S j P     ,     

                                             2 0 0; ; ; ; ; ;M i ф C i ф q C i ф sF P S j P S j P       . 
 
При выводе выражения (10) использовано 

разложение функций, подлежащих усред-
нению, в ряд Тейлора в окрестности точки с 
координатами, соответствующими средним 
значениям параметров с ограничением чле-

нами до второго порядка включительно [11]. 
При этом для средних значении  ;F P  
можно записать [11]: 

           

        2 2

1 2
1

; ;1; ;
2

Q

q q qs
q q sq q sm m

F P F P
m F P F m D K

P P P 

      
       

        
  , 

   
где qP – параметры импульсной последова-
тельности; qm – математические ожидания 
параметров; qD  – дисперсия параметров; qsK  
– коэффициенты корреляции и взаимной 
корреляции параметров;  Q – число парамет-
ров; знак q s  означает, что суммирование 

распространяется на все попарные сочетания 
слагаемых. 

Осуществляя усреднение выражения (10) 
по угловой скорости вращения рабочего ор-
гана для энергетического спектра момента 
сопротивления получим:  
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 . 

 
Используя рассмотренную выше методи-

ку, можно получить выражения для энерге-
тического спектра момента сопротивления 

на рабочем органе при взаимодействии за-
брасывающих лопаток со сфрезерованным 
материалом:

                  

       1 2 3
1 1 1

2 1 1 2
2 2
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 , 

 
где qLD , LqspK – соответственно, дисперсия и 
коэффициенты корреляции  параметров им-

пульсов при взаимодействии забрасываю-
щих лопаток с материалом; 



         Научно-технический вестник Брянского государственного университета, 2019, №3                         
Nauchno-tekhnicheskiy vestnik Bryanskogo gosudarstvennogo universiteta, 2019, No.3 

                                                                                                                          DOI: 10.22281/2413-9920-2019-05-03-407-417 
 

 416 

                2

1 ; ; ; ;L ф L L ф LF P S j P     ,     

     2 ; ; ; ; ; ;L ф L L ф Lq L ф LsF P S j P S j P       . 
Разработанные модели и аналитические 

подходы позволяют на стадии проектирова-
ния определять математическое ожидание и 
спектральную плотность момента сопротив-
ления на рабочем органе.  

Вероятностные характеристики момента 
служат исходным материалом для исследо-
вания динамической нагружённости элемен-
тов конструкции дорожной фрезы, выбора ее 
оптимальных параметров и режимов работы, 
расчета показателей надежности. 

 

5. Заключение 
 

1. Представлены вероятностные модели 
формирования момента сопротивления на 
рабочих органах дорожных фрез. Нагрузка 
может быть представлена в виде последова-
тельности импульсов со случайными пара-
метрами. 

2. Получены выражения, позволяющие на 
стадии проектирования рассчитывать мате-
матическое ожидание и спектральную плот-
ность момента на рабочем органе с учетом 
режимов работы, его конструкции, физико-
механических свойств фрезеруемого мате-
риала и их вероятностных характеристик.   
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