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Аннотация. Для исследования поведения материала 

в процессе нагружения широко применяется реоло-

гическое моделирование. Закон поведения реологиче-

ской модели описывается дифференциальным урав-

нением. При втором порядке уравнения и выше воз-

никают трудности в решении, связанные с уста-

новлением начальных условий. В работе рассмотре-

на общая методика установления начальных усло-

вий для последующего решения дифференциального 

уравнения модели. Исследование поведения реологи-

ческой модели на бесконечно малом временном про-

межутке позволяет получить необходимые началь-

ные условия. 
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Abstract. Rheological modeling is widely used to study 

the behavior of the material during loading. The law of 

behavior of the rheological model is described by a dif-

ferential equation. In the second order of the equation 

and above there are difficulties in solving, associated 

with the determination of initial conditions. In this ar-

ticle we consider a general method of determination the 

initial conditions for the subsequent solution of the diffe-

rential equation of the model. The study of the behavior 

of the rheological model at an infinitely small time in-

terval allows us to obtain the necessary initial condi-

tions. 
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1. Введение 

 

Завершающей операцией строительства 

асфальтобетонного покрытия автомобиль-

ных дорог является уплотнение. В зависимо-

сти от используемых для этой операции 

средств изменяется режим нагружения мате-

риала. Для уплотнения асфальтобетонной 

смеси применяются следующие рабочие ор-

ганы: гладкий валец, работающий в статиче-

ском или динамическом режимах, пневмати-

ческое колесо, виброплита. Различие в кон-

струкции и режимах работы уплотняющих 

органов машин обусловливает различное по-

ведение материала. Теоретическое изучение 

процесса взаимодействия рабочего органа 

уплотнителя с материалом способствует бо-

лее обоснованному подходу к выбору режи-

мов работы техники для строительства ас-

фальтобетонного покрытия. 

Одним из наиболее широко распростра-

ненных методов моделирования поведения 

материала в процессе нагружения является 

реологическое моделирование. В настоящее 
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время разработано множество реологических 

моделей, описывающих поведение асфаль-

тобетонной смеси под нагрузкой [1-3]. Зако-

ны поведения различных реологических мо-

делей представляют из себя дифференциаль-

ные уравнения разных порядков. При втором 

порядке уравнения и выше возникают за-

труднения с решением, которые связаны с 

установлением начальных условий. 

Целью данной работы является описание 

общей методики установления начальных 

условий для последующего решения диффе-

ренциального уравнения модели.  

 

2. Описание разработанной методики 

 

В качестве примера рассматривается рео-

логическая модель тела Бюргерса (рис. 1, а). 

 

 
 

Рис. 1. Схема исследуемой модели:                  

а - реологическая модель тела Бюргерса; 

б - условное разбиение модели 

 

Рассмотрим случай одноразового стати-

ческого нагружения, т.е.  

  constσtσ с  . 

Необходимо определить закон изменения 

деформации  t . При условии 0 с  об-

щую деформацию можно представить в виде 

суммы деформаций упруго-вязкой части мо-

дели ву  и пластической деформации пл  

(рис. 1, б) 
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Дифференциальное уравнение для упру-
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Для случая   21 , ЕЕЕ  21  урав-

нение (2) примет вид 
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Дифференциальное уравнение для пла-

стической части модели имеет вид 

.30  с                 (4) 

Для случая одноразового статического 

нагружения уравнение (3) примет вид 

.
2 c
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Решение неоднородного линейного диф-

ференциального уравнения второго порядка 

с постоянными коэффициентами (5) будем 

искать в виде суммы общего решения соот-

ветствующего однородного дифференциаль-

ного уравнения ( ) и какого-либо частного 

решения неоднородного уравнения (~ ) [5] 

.~     (6) 

Соответствующее (5) однородное диффе-

ренциальное уравнение имеет вид 

.0 
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Для выражения (7) характеристическое 

уравнение имеет вид 
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Е
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Корни уравнения (8) равны 
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Е
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Тогда общее решение уравнения (8) будет 

следующее 
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Частное решение неоднородного диффе-

ренциального уравнения (5) будем искать в 

виде [5] 

,~ Аt   (11) 

где constА . 

Тогда, подставив ~ , А~ , 0~   в 

уравнение (5), получим 
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С учетом выражения (12) уравнение (11) 

примет вид 

.
1~ tc


    (13) 

Подставим (10), (13) в (6) 
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Для нахождения констант 1С  и 2С  необ-

ходимо задаться начальными условиями для 

  и    в какой-либо известный момент вре-

мени t. В данном случае происходит быстрое 

нагружение модели постоянным усилием 

constc  , которое в дальнейшем не изменя-

ется. Для этого случая начальными условия-

ми при t=0 являются значения    и    , 

где   - бесконечно малая величина. 

Рассмотрим начальный момент времени 

00 t . Для этого момента  справедливы сле-

дующие равенства 

        .00;00;00;00      (15) 

Дадим времени бесконечно малое прира-

щение 0  и рассмотрим момент 

  00 tt . Поскольку приращение   бес-

конечно мало, то деформацию можно счи-

тать незначительной   0 , а усилие в 

этот момент уже достигает своего предель-

ного значения, т.е. 

  0 ;   c  ;   0  . (16) 

Основное затруднение вызывает нахож-

дение величины     
0t , которая в 

данном случае является одним из начальных 

условий. Для ее нахождения проинтегрируем 

обе части уравнения (3) на интервале от 
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Подынтегральное выражение в правой 

части уравнения (17) ограничено, следова-

тельно, значения соответствующего интегра-

ла будет тем меньше, чем меньше интервал 

интегрирования. Поскольку промежуток 

времени   бесконечно мал интегралом мож-

но пренебречь. Тогда с учетом (15) и (16) 

уравнение (17) примет вид 
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Таким образом, начальные условия сле-

дующие: при t=0  
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Продифференцируем (14) 
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Подставим полученные начальные усло-

вия в уравнения (14) и (19) и получим систе-

му уравнений 













.
13

;0

22

21

cс рС

СC







 

 (20) 

Из системы уравнений (20) определяем 

значения  искомых констант уравнения (10) 
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Далее определим пластическую состав-

ляющую деформации пл . Для этого из урав-

нения (4) выразим 
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Интегрируя выражение (23), получим 
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Подставив выражения (22) и (24) в урав-

нение (1), получим общую деформацию 
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где Ер 2 . 

 

3. Заключение 

 

Таким образом, анализируя поведение 

реологической модели на бесконечно малом 

временном промежутке, можно установить 

начальные условия для последующего реше-

ния дифференциального уравнения модели. 
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Решение дифференциального уравнения 

используется для прогнозирования и расчета 

технологических параметров уплотняющей 

техники исходя из условий ее применения. 

Научно обоснованные режимы работы 

уплотняющих машин позволят повысить ка-

чество выполняемых работ по уплотнению 

асфальтобетонного покрытия, а также сни-

зить затраты на их производство. 
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