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В статье рассматриваются методы реализация геометрической задачи в станках с ЧПУ с использованием циф-
ровых дифференциальных анализаторов. Рассмотрены достоинства и недостатки реализации интерполяции в 
системах ЧПУ различными методами, особое внимание уделено общим методам цифровых дифференциальных 
анализаторов в реализации интерполяции движения рабочих органов станка. Проанализированы методы интер-
поляции, в которых для численного интегрирования используется метод Эйлера, основанный на разложении 
функции в ряд Тейлора с отбрасыванием старших (второй и выше) степеней разложения. Показана математиче-
ская формализация построения сложных кривых методами цифровых дифференциальных анализаторов – плос-
ких кривых второго порядка, таких как парабола, гипербола, эллипс. 
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Данная статья является продолжением и 

дополнением ранее опубликованных работ 
[1, 2]. 

В микропроцессорных системах ЧПУ 
широко используются только интерполяторы 
с задающими словами в качестве управляю-
щих сигналов, в которых частота прерыва-
ний не зависит от заданной скорости пере-
мещений. 

Среди различных методов цифровых 
дифференциальных анализаторов можно вы-
делить общие методы, различающиеся спо-
собом получения числового решения, и 
частные, различающиеся способом опреде-
ления производных [3-5]. 

Общие методы цифровых дифферен-
циальных анализаторов. 

Наиболее распространены методы ин-
терполяции, в которых для численного инте-
грирования используется метод Эйлера, ос-
нованный на разложении функции в ряд 
Тейлора с отбрасыванием старших (второй и 
выше) степеней разложения. В этом случае 

Y(X0+h)=Y0+hY (X0) ,     (1) 
где h – шаг интерполяции или дискретность 
перемещения; Y(X) – интерполяционная 
функция, заданная в явном виде; Х0 – коор-
дината начальной точки; Y0 = Y(X0). 

Для прямой Y (X) = const уравнение (1) 
приобретает вид (метод Л1) 

Y(X0+h)=Y(X0) +hk . 
Это уравнение можно записать в итератив-
ной форме:  

Yi+1 = Yi + hk , 

где hk = L
TVLk ; V – контурная скорость; Lk – 

перемещение по k-й координате; Т – такт ин-
терполяции; L - длина перемещения, задан-
ного в кадре. 

Исходным уравнением окружности явля-
ется дифференциальное уравнение второго 
порядка X +Х=0, которое легко преобразо-
вать в систему дифференциальных уравне-
ний первого порядка, сделав замену Y= X . В 
этом случае Y= X  и система уравнений пер-
вого порядка получит вид 

    X = f(X, Y, t) = Y ; 
Y= g(X, Y, t)= –X .         (2) 

Для окружности h = 
R

VT  (где R – радиус 

окружности) при h > 0 движение осуществ-
ляется по часовой стрелке, а при h < 0 – про-
тив часовой стрелки. Подставляя уравнение 
(1) в систему уравнений (2), получим систе-
му уравнений для реализации интерполяци-
онного процесса (метод К1 – метод Эйлера). 

Xi+1 = Хi + hYi ; 
Yi+1= Yi – hXi . 

Так как при решении системы уравнений 
(2) используется разложение в бесконечный 
степенной ряд с отбрасыванием старших 
степеней разложения, точность метода зави-
сит главным образом от ошибки усечения. 
Для дуги в четверть окружности ошибка по 
радиусу составит 
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при малых h (h << l радиана) - 
Er = 0,25πhR . 

Можно уменьшить ошибку, используя 
модификацию метода Эйлера, называемую 
усовершенствованным методом ломаных, 
при котором сначала вычисляются промежу-
точные значения 

iii XXX  5,05,0 ; 

iii YYY  5,05,0 , 
где ΔXi, ΔYi – приращения по координатам X 
и Y соответственно (рис. 1). В этом случае 
система уравнений (2) приобретет вид (ме-
тод К2) 

Xi+1 = Хi + hYi+0,5 ; 
Yi+1= Yi – hXi+0,5 . 

 
 

(Xi–1; Yi–1) ΔXi 

ΔYi 

(Xi; Yi) 

(Xi+0,5; Yi+0,5) 
(Xi+1; Yi+1) 

Yi+0,5=Yi+0,5ΔYi 
ΔXi+1 

ΔYi+1 

Y 

–X 

Xi+0,5=Xi+0,5ΔXi 

 
Рис. 1. Интерполяция по методу К2 

 
Ошибка на каждом шаге при использо-

вании этого метода имеет порядок малости 
h3. Однако увеличение точности требует до-
полнительных затрат процессорного времени 
на вычисление координат промежуточных 
точек Xi+0,5 и Yi+0,5. 

Круговой интерполятор, основанный на 
применении модифицированного метода Эй-
лера, используется в системах ЧПУ «Элек-
троника НЦ-31-М» и «Электроника МС 
2109». Программная операция умножения в 
процессорах этих систем позволяет легко 
реализовать метод К2. Потери на вычисле-
ние промежуточных точек являются незна-
чительными, так как требуют дополнительно 
только одну операцию сдвига и сложения на 
координату [3, 5]. 

Другой возможностью уменьшить ошиб-
ку является использование уточненного ме-
тода Эйлера (метода К3), при котором 

Xi+1 = Хi–1 + 2hYi ; 
Yi+1= Yi–1 – 2hXi , 

т.е. для определения координат очередной 
точки используются значения в двух пред-
шествующих точках. Таким образом, при 
практически одном и том же объеме вычис-
лительной работы можно получить значи-
тельно более малую погрешность, чем при 
обычном методе Эйлера (методе К1). Ап-
проксимация окружности при использовании 
метода К3 показана на рис. 2. Алгоритм ин-
терполяции с использованием уточненного 
метода Эйлера применяется в системе ЧПУ 
2С85 и более современных аналогах систем 
ЧПУ. 
 

 
Рис. 2. Интерполяция по методу К3 

 
Методы К2 и К3 не являются самостар-

тующими, т.е. их нельзя применять для вы-
числения первой точки. В этом случае на 
первом шаге приходится использовать ка-
кой-то другой метод, что создает определен-
ные неудобства и нарушает монотонность 
программы, реализующей алгоритм круго-
вой интерполяции. Так как вычисления ко-
ординат точки на аппроксимирующей лома-
ной производятся в микропроцессорных си-
стемах ЧПУ последовательно, то используют 
алгоритм, при котором для вычисления вто-
рой координаты используется новое значе-
ние первой (метод K4), т.е. 

Xi+1 = Хi + hYi ; 
Yi+1= Yi – hXi+1 . 

Ошибка Еr достигает максимального зна-
чения при интерполировании дуги в четверть 
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окружности. При дальнейшем увеличении 
дуги ошибка начинает уменьшаться. В этом 
случае Er=0,25hR, т.е. имеет порядок мало-
сти h, но в π раз меньше, чем при примене-
нии метода K1. 

Модернизировав алгоритм метода K4, 
т.е. чередуя последовательность вычисления 
координат через такт, получим алгоритм 
круговой интерполяции (метод K5): 

Xi = Хi–1 + hYi–1 ; 
Yi= Yi–1 – hXi .  

(3) 

Yi+1= Yi – hXi ; 
Xi+1 = Хi + hYi+1 . 

(4) 

Ошибка по радиусу при интерполирова-
нии дуги в четверть окружности при исполь-
зовании данного метода составляет 
Еr=0,5h2R. Метод можно применять только 
тогда, когда величина h не изменяется от 
такта к такту, так как в противном случае 
появляется дополнительная ошибка, вызван-
ная тем, что значение h при использовании 
уравнений (3) и (4) различно. При использо-
вании метода интерполяции K6 можно избе-
жать указанного недостатка: 

Xi = Хi–1 + 0,5hYi–1 ; 
Yi+1= Yi–1 – 2hXi ; 

Xi+1 = Хi + 0,5hYi+1 . 
При этом объем вычислений увеличива-

ется незначительно, а алгоритм становится 
универсальным, так как все вычисления про-
изводятся в одном такте (метод K6). Приме-
нение метода K6 оправдано, если в системе 
ЧПУ имеются функции подачи на оборот, 
разгона и торможения. Алгоритм круговой 
интерполяции, основанный на методе K6, 
используется в системе ЧПУ «Электроника 
МС 2109» [3, 5]. 

Дальнейшее уменьшение ошибки воз-
можно при использовании методов числен-
ного интегрирования с двухкратным и более 
интегрированием. Одним из наиболее упо-
требимых алгоритмов круговой интерполя-
ции является метод Тейлора (метод K7), при 
котором уравнения имеют вид 

Xi = Хi–1 + hYi–1 – 0,5h2Хi–1 ; 
Yi= Yi–1 – hXi–1 – 0,5h2Yi–1 . 

В этом случае при интерполировании ду-
ги в четверть окружности ошибка составит 
Er=0,0625πRh2, т.е. она имеет порядок мало-
сти h2. 

Данный алгоритм использован в системе 
ЧПУ 2С42-65 и ряде других.  

В условиях развития электронно-
вычислительной техники можно использо-
вать алгоритм интерполяции с тройным ин-
тегрированием, что приводит к значитель-
ному уменьшению ошибки интерполяции. 

Минимальную ошибку дает метод Рунге-
Кутта четвертого порядка, причем с увели-
чением порядка увеличивается число необ-
ходимых вычислений. 

Рассмотрены различные методы постро-
ения отрезков прямых и дуг окружностей. 
Возможно построение и более сложных кри-
вых методами цифровых дифференциальных 
анализаторов, например, плоских кривых 
второго порядка, таких как парабола, гипер-
бола, эллипс. При построении этих кривых 
встречаются определенные вычислительные 
трудности. 

При использовании метода Эйлера для 
интерполирования сложных кривых система 
уравнений будет иметь вид 

Xi = Xi–1 + 
2

1 










X
Y

Li ;    

Yi = Yi–1 + 
2

1 










Y
X

Li , 

где Li = VT; ∂X, ∂Y – вычисляются в точках 
Хi–1 и Yi–1. 

В случае окружности 

Y
R

X
Y












2

1 ;    
X
R

Y
X












2

1 , 

получаем формулы метода K1. Для любых 
других кривых второго порядка необходимо 
вычисление производных и извлечение 
квадратного корня различными известными 
методами. 

Применение интерполяторов для воспро-
изведения сложных кривых ограничивается 
сложностью вычислений производных и из-
влечения квадратного корня, а также слож-
ностью построения эквидистанты к произ-
вольным кривым второго порядка, так как 
для всех кривых кроме окружности и эволь-
венты эквидистанта не является кривой того 
же порядка (например, эквидистанта эллипса 
представляет собой дробно-рациональную 
кривую, эквивалентную кривой восьмого по-
рядка и, естественно, не может интерполиро-
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ваться в реальном масштабе времени аппа-
ратными средствами большинством ЧПУ). 

Частные методы цифровых дифферен-
циальных анализаторов. 

Задачи, решаемые при разработке интер-
поляторов методами дифференциальных 
уравнений, отличаются от обычных задач 
численного интегрирования тем, что при по-
строении интерполяторов заранее известен 
вид кривой, которая описывается дифферен-
циальным уравнением. Это позволяет ис-
пользовать различные допущения при 
нахождении решений. 

При построении дуги окружности ис-
пользуется разложение в ряд, при этом в раз-
ложении sinα заменяется на α и cosα заменя-
ется 1 (единицей). Такая замена использует-
ся и в рассмотренных методах. 

Можно упрощать интерполяционные вы-
числения путём усечения ряда после второго 
члена, а вычисление производить до начала 
интерполяции на этапе подготовки. При этом 
ошибка по радиусу на дуге в четверть 
окружности составляет Еr=0,0625πh2R. Этот 
метод увеличивает точность только при h = 
const, в противном случае значительно уве-
личивается объем вычислений при расчете. 

Сложность нахождения второго и после-
дующих членов разложения в ряд тригоно-
метрических функций показывает, что более 
перспективными с точки зрения увеличения 
точности являются методы интерполяции с 
многократным интегрированием. 
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