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Статья посвящена задаче нахождения уровня вторичных касательных напряжений, возникающих в сечениях из-
за переменной по длине пористости. Решение такой задачи позволяет учесть вторичные касательные напряже-
ния при определении несущей способности пористого бруса. Распределение пористости по поперечному сече-
нию задается рациональным образом - исходя из раннее решенных задач по подбору пористости при кручении 
бруса круглого поперечного сечения, по длине бруса – по линейному закону. Целью исследования является оп-
ределение уровня вторичных касательных напряжений и оценка их значения. 
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Вопросы оптимального проектирования 

конструкций приобретают в последнее время 
все большую значимость и актуальность. 
Имеется ряд направлений оптимизации. Од-
ним из них является управление свойствами 
внутренней структуры материала. Теорети-
ческие исследования по возможности управ-
лять упругими характеристиками при круче-
нии (модулем сдвига G) рассматриваются в 
работах К.А. Лурье [1]. Пример решения ра-
ционального распределения модуля сдвига G 
по прямоугольному сечению бруса при кру-
чении представлен в работе Рейтмана М.И. и 
Шапиро Г.С. [2]. Большой вклад в изучение 
свойств пористых материалов внесли Каш-
талян Ю.А., Белов С.В., Кингери У.Д., Бута-
рович Д.О. [3-6]. Пористые материалы обла-
дают рядом специфических свойств: пони-
женной теплопроводностью, повышенной 
звукоизоляцией, хорошей ударной вязко-
стью. Кроме того, в теплоэнергетике порис-
тые материалы являются единственно воз-
можными жаропрочными материалами, вы-
полненными из керамики или пористых ме-
таллов, полученных методом порошковой 
металлургии. 

Другим направлением является регули-
рование свойств материала уровнем порис-
тости. Задачи изгиба брусьев пористой 
структуры разных профилей поперечного 
сечения подробно рассмотрены в [9-11]. 

В настоящей работе рассматривается за-
дача оценки уровня вторичных касательных 
напряжений, возникающих при кручении 
бруса с переменной по поперечному сече-
нию и длине пористостью. Актуальность 

ставящейся задачи обусловлена необходимо-
стью учета вторичных касательных напря-
жений при оценке несущей способности 
конструкции.  

Рассмотрим сплошной цилиндр радиусом 
r и длиной l с переменной по длине и попе-
речному сечению пористостью. Торцы ци-
линдра свободны от закреплений. На ци-
линдр действует крутящий момент крМ . По-
ложим, что цилиндр имеет среднюю длину, 
т.е. ставится задача нахождения уровня вто-
ричных касательных напряжений, возни-
кающих в сечениях из-за переменной по 
длине пористости. Допускаем, что краевыми 
эффектами можно пренебречь. 

Рассмотрим напряженно-деформирован-
ное состояние цилиндра. Для решения зада-
чи используем метод суперэлементов. Разби-
ваем цилиндр по длине l на m коротких ци-
линдров (суперэлементов), условно назы-
ваемых «дисками». Длина каждого диска 
равна шагу разбиения lhz 1,0  по оси z. Рас-
пределение пористости по сечению диска 
задаем квадратичной параболой, как при-
ближенной аппроксимацией результатов ре-
шения [7, 8]. В пределах каждого суперэле-
мента принимаем уровень пористости рав-
номерным по его длине, средним по супер-
элементу (рис. 1) на каждом радиусе. В соот-
ветствии с методом конечных элементов для 
оценки напряженно-деформированного со-
стояния отдельного диска разобьем его по-
перечное сечение по радиусу на n равных по 
толщине кольцевых элементов. Известно, 
что упругие характеристики материала – ка- 
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Рис. 1. Схема разбиения поперечного сечения бруса на элементы 

 
сательные напряжения  и модуль сдвига G 
являются функциями пористости материала 
[3, 4]. Соответственно nGGG ,...,, 21  - модули 
сдвига отдельных кольцевых элементов; 
,ir  - средний радиус кольцевого элемента 

и его толщина. 
В свою очередь, сердцевина бруса счита-

ется первым слоем, и, соответственно, 1G  - 
модуль сдвига сердцевины вала, а 0r  - ее 
внешний радиус. 

Распределяем прикладываемый к валу 
крутящий момент крМ  по слоям: 
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Полярные моменты инерции сечения для 
средней части вала и кольцевых элементов 
диффузионного слоя определяем по формулам 
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Принимая во внимание гипотезу плоских 
сечений и нескривляемости радиусов, запи-
шем условие совместимости деформаций для 
слоев: 
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Учитывая, что крутящий момент пред-
ставлен выражением (1), получим: 
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Из выражений (3) - (5) получим уравне-
ние для расчета величины крутящего момен-
та в i -м слое суперэлемента 
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Возникающие в поперечном сечении 
сердцевины вала максимальные касательные 
напряжения определяем по формуле 
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Для тонкостенных слоев расчетная фор-
мула касательных напряжений в слое имеет 
вид 
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Поскольку в каждом суперэлементе каса-
тельные напряжения z  имеют свои, отлич-
ные от сопряженных элементов значения 
(рис.2), то нарушается условие совместимо-
сти деформаций (угла поворота) на стыкуе-
мых поверхностях сечений. Возникают каса-
тельные напряжения r , которые подчиним 
уравнению равновесия, которое в данном 
случае имеет вид: 
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Производную по координате z в уравнении 
(6) заменяем ее разностным аналогом 
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Тогда уравнение (6) примет вид 

Рис.2. Касательные напряжения,                   
возникающие в суперэлементе 
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Вычислим интеграл по квадратурной 
формуле, представим функцию r  в виде: 

 

r
h

r

r
dr

h
r

r

n

i z

izizi
r

z

izizi
r 












 






 











 






  

1

)1()2(2

2
0

)1()2(2

2

)(1)(1 



 ,                     (7) 

 
где   ii rrr 1 . 

Выбор нижнего предела интеграла обес-
печивает выполнение граничного условия 

0)( rr , т.е. отсутствия касательных на-
пряжений на внутренней поверхности ци-
линдра. Отсчет радиуса в интеграле ведется 
с половины шага разбиения iyr 5,0 . 

В качестве примера возьмем брус длиной 
l=1м, радиусом R=0,25 м с изменяемой по 
линейному закону по длине пористостью 
(рис. 3, а) и изменяющейся по радиусу по-
ристостью (рис. 3, б, в). 

Эпюры касательных напряжений пред-
ставлены на рис. 4. 

Эпюры вторичных касательных напря-
жений, построенные на основании уравнения 
(7) приведены на рис. 5. 

Полученные результаты позволяют оце-
нить распределение и уровень касательных 
напряжений по объему бруса при его круче-
нии. Проведенным расчетом установлено, 
что абсолютные значения вторичных каса-
тельных напряжений незначительны и не 
оказывают существенного влияния на на-
пряженно-деформированное состояние бруса 
с переменной по длине и поперечному сече-
нию пористостью при его кручении. 
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а)  
 

б)  
в) 

Рис. 3. Распределение пористости в объеме бруса: а - по длине (наружный кольцевой         
элемент); б - по поперечному сечению (первый суперэлемент) при z=0;  

в - по поперечному сечению (последний суперэлемент) при z=l 
 

а)  

б)  
в) 

Рис. 4. Распределение касательных напряжений в брусе: а - по длине (наружный кольцевой         
элемент); б - по поперечному сечению (первый суперэлемент); в - по поперечному сечению 

(последний суперэлемент) 
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а)  

б)  
Рис. 5. Вторичные касательные напряжения: а - на первом суперэлементе;  

б - на последнем суперэлементе 
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The present article is devoted to the task of finding of level of the secondary tangent voltages arising in sections because 
of a variable on porosity length. The decision of such task will allow to consider secondary tangent voltages in case of 
determination of bearing capacity of a porous bar. Distribution of porosity on a transverse section is set rationally - pro-
ceeding from early the solved tasks on selection of porosity in case of torsion of a bar of a round transverse section, on 
bar length – under the linear law. A research objective is to determine the level of secondary tangent voltages and to 
evaluate from value. 
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